




















COHOMOLOGIE L2 DES VARIÉTÉS QALE
GILLES CARRON
Résumé. Nous donnons une interprétation topologique des espaes de formes
harmoniques L2 de ertaines des variétés QALE introduites par D. Joye.
Nous introduisons pour ela un ritère analytique qui nous permet d'utiliser
des bouts de suites exates de Mayer-Vietoris.
1. Introdution
Sur une variété riemannienne ompate, le élèbre théorème de Hodge et de
Rham identie les espaes de formes harmoniques L2 aux groupes de ohomologie
réels de la variété. Lorsque (X, g) est une variété omplète et non ompate, ses
espaes de formes harmoniques L2
Hk(X) =
{
α ∈ L2(ΛkT ∗X), dα = d∗α = 0
}
peuvent être identiés aux espaes de L2 ohomologie réduite :
Hk(X) ≃ Hk(X) =
{
α ∈ L2(ΛkT ∗X), dα = 0
}
/{dα, α ∈ L2(Λk−1T ∗X), dα ∈ L2}
où l'adhérene est prise pour la topologie L2. Cependant ette ohomologie L2
réduite n'est pas en général pratique à aluler, ar elle ne vérie pas les suites
exates de Mayer-Vietoris. La ohomologie L2 non réduite dénie par
nrHk(X) =
{




dα, α ∈ L2(Λk−1T ∗X), dα ∈ L2
}
peut se aluler à l'aide de suites exates de Mayer Vietoris, ependant es espaes
ne oïnident que lorsque l'image de d est fermée et dans le as ontraire les espaes
de ohomologie L2 non réduite sont de dimension innie : ils ne permettent pas de
réupérer la ohomologie L2 réduite.
De nombreux travaux donnent une interprétation topologique de es espaes de
ohomologie L2 réduite en fontion de la topologie et de la géométrie à l'inni. Par
exemple, dans [1℄, M. Atiyah, V. Patodi et I. Singer alulent la ohomologie L2
réduite des variétés à bouts ylindriques, les travaux de A. Borel, B. Casselman, E.
Looijenga, L. Saper, M. Stern et S. Zuker ont permis d'identier la ohomologie L2
des variétés hermitiennes loalement symétriques
1
à la ohomologie d'intersetion
de leurs ompatiations de Borel-Serre-Satake ([3, 4, 24, 35, 40, 41℄), les variétés
à ourbure négative ou asymptotiquement nulle ont aussi fait l'objet de nombreux
travaux ([25, 27, 29, 39, 9℄).
Réemment, A. Sen a utilisé une dualité issue de la M-théorie pour prédire l'ex-
istene de formes harmoniques L2 sur l'espae réduit des monopoles de harges
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dans e as l'image de d est fermée et ohomologie L2 réduite et non réduite oïnident.
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k sur R3 ([37℄). Grâe à des arguments également issus de la physique théorique,
il existe aujourd'hui de nombreuses préditions onernant les espaes de formes
harmoniques L2 sur ertaines variétés riemanniennes omplètes à holonomie exep-
tionnelle. Dans un papier remarquable, N. Hithin montre qu'une variété hyperkäh-
lerienne omplète de dimension réelle 4d obtenue par rédution hyperkählerienne
de R4n ne peut porter de formes harmoniques L2 qu'en degré 2d [16℄ ; pour ela il
utilise une amélioration due à J.Jost et K.Zuo ([21℄) d'un résultat de M. Gromov
([14℄ f. aussi [6, 26℄). N. Hithin détermine aussi les formes harmoniques L2 de
ertaines de es variétés dont l'espae réduit des monopoles de harge 2 et il vérie
dans e as les préditions de A. Sen. En fait les travaux de G. Segal et A. Selby
montrent les préditions de A. Sen équivalent à démontrer que pour es variétés la
ohomologie L2 réduite est isomorphe à l'image de la ohomologie à support om-
pat dans la ohomologie absolue ([36℄). Un travail fondamental de T. Hausel, E.
Hunsiker, R. Mazzeo interprète les espaes de ohomologie L2 réduite des variétés
dont la géométrie à l'inni est de type "bred boundary" (à bord bré) ou " bred
usp (à pointe bré) en terme de ohomologie d'intersetion de la ompatiation
obtenue en érasant les bres de la bration à l'inni ([15℄). Ces géométries intro-
duites par R. Mazzeo et R. Melrose modélisent les variétés loalement symétrique
de Q-rang 1 et ertaines géométries (ALE, ALF, ALG) des variétés à holonomie
exeptionnelle ([28℄) et e travail leurs permet de onrmer ou d'inrmer ertaines
des préditions issues de physique théorique (f. la septième partie de [15℄ pour plus
de préisions).
L'objet de e travail est la lasse de variétés à holonomie SU(n) ou Sp(n/2)
onstruite par D. Joye (théorème 9.3.3 de [22℄) :
Théorème A. Soit G ⊂ SU(n) un sous groupe ni et X
π
−→ Cn/G une résolution
répante de Cn/G, si X porte une métrique kählerienne QALE asymptote à Cn/G
alors elle porte aussi une métrique Kähler-Einstein plate ; de plus si G ⊂ Sp(n/2)
alors ette métrique est hyperkählerienne.
Nous ne donnons pas la dénition de résolution répante (f. [22℄ page 126
par exemple), nous signalons uniquement qu'une telle résolution n'existe pas tou-
jours. Nous dirons plus loin deux mots sur la géométrie des variétés QALE (Quasi-
Asymptotiquement Loalement Eulidienne). Certaines de es résolutions omme
les shémas de Hilbert sur C2 sont aussi onnues sous le nom d'espae des instantons
non ommutatifs ([33, 32℄). Notre résultat prinipal est le suivant :
Théorème B. Soit G ⊂ SU(n) un sous groupe ni, on suppose que S2n−1/G le
quotient de la sphère par G soit à singularités isolées. Si X
π
−→ Cn/G une résolution







Les travaux de Y. Ito et M. Reid, V. Batyrev, J. Denef et F. Loeser permettent
de dérire la ohomologie usuelle de X à l'aide des lasses de onjugaison de G
(([20, 2, 13℄). Notons C(G) l'ensemble des lasses de onjugaison de G, en orollaire
de e théorème nous obtenons :
Corollaire 1.1. Soit G ⊂ SU(3) ou G ⊂ Sp(2) un sous groupe ni et X
π
−→ Cn/G
une résolution répante de Cn/G équipée d'une métrique QALE asymptote à Cn/G,











[g] ∈ C(G), ker(g − Id) = {0}
}
.
En partiulier, nous démontrons que l'espae des formes harmoniques L2 de
Hilb3(C2) est de dimension 1 et qu'il est formé de formes de degré 4. Notre théorème
répond par l'armative à une question de E. Hunsiker. Lorsque G agit sans point
xe sur S2n−1 alors X est une variété ALE : au dehors de π−1{0}, X est quasi
isométrique au bout de ne {z ∈ Cn, ‖z‖ ≥ 1}/G et dans e as e théorème B est
déjà onnu ([31, 7℄).
Dérivons rapidement la géométrie à l'inni des variétés QALE onsidérées ii :
nous supposons don que G ⊂ SU(n) soit un sous groupe ni et que S2n−1/G soit
à singularités isolées. Notons S ⊂ S2n−1/G e lieu singulier ; 'est le quotient par G
d'une réunion de sphères. Si (X, g) est une variété QALE asymptote à Cn/G alors
au dehors d'un ompat K ⊂ X ,
X \K = ∪li=0Ei
où E0 est quasi-isométrique à un bout ne sur (S
2n−1/G) \ Sε où Sε est un ε
voisinage de S ⊂ S2n−1/G et haque Ei a un revêtement ni quasi isométrique à
{(y, v) ∈ Yi × Vi, 1 ≤ ‖v‖, ‖πi(y)‖ ≤ 2ε}
où Vi ⊂ Cn est un sous espae vetoriel, Ai = {g ∈ G, g|Vi = Id} 6= {Id} et πi :
Yi → V ⊥i /Ai est une résolution de V
⊥
i /Ai équipée d'une métrique ALE asymptote
à V ⊥i /Ai.
L'outil important introduit ii est une suite de Mayer-Vietoris entre ohomologie
L2 à poids réduite. Pour alléger les disours on introduit la dénition suivante :
Soit (X, g) une variété riemannienne (non néessairement omplète) et µ,w des
fontions stritement positives (lisses) sur X , on suppose de plus que w est bornée.








dα, α ∈ L2µ(Λ
k−1T ∗X), dα ∈ L2µ
}
où l'adhérene est prise pour la topologie L2µ assoiée à la mesure µd volg. On note
aussi Dk−1µ (d) =
{
dα, α ∈ L2µ(Λ
k−1T ∗X), dα ∈ L2µ
}
le domaine de d.
Dénition 1.2. On dira que l'image de d : Dk−1µ (d) → L
2
µ(Λ
kT ∗X) est presque
fermée (en degré k et par rapport à w) si lorsqu'on introduit l'espae
Ck−1w,µ (X) = {α ∈ L
2
wµ(Λ
k−1T ∗X), dα ∈ L2µ(Λ
kT ∗X)}
alors l'image de d : Ck−1w,µ (X)→ L
2
µ(Λ
kT ∗X) est fermée et son image est exatement
dDk−1µ (d) =
{
dα, α ∈ L2µ(Λ
k−1T ∗X), dα ∈ L2µ
}
.
Cette notion de "presque fermeture" de l'image de d est très pratique ar elle
permet d'obtenir des suites de Mayer-Vietoris :
Théorème C. Si X = U ∪ V (U, V ⊂ X ouverts de X), on suppose que l'image
de d est presque fermée (en degré k et par rapport à w) sur X,U, V et U ∩V et que
{0} → Ck−1w,µ (X)
r
∗




−→ Ck−1w,µ (U ∩ V )→ {0}
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Cette suite exate permet en prinipe de déterminer Hkµ(X) lorsqu'on onnaît
les autres espaes et les diérentes èhes de ette suite exate.
Grâe à un résultat de L. Hörmander ([17℄) et à nos préédents travaux sur la
non paraboliité à l'inni, nous obtiendrons :
Théorème D. Soit (X, g) une variété riemannienne omplète et w une fontion
stritement positive lisse bornée sur X (vériant 3.2), nous notons d∗w = w
−1d∗w
l'adjoint formel de l'opérateur d : L2w(Λ
k−1T ∗X)→ L2w(Λ
kT ∗X) alors il existe un
ompat K ⊂ X telle que
∀ϕ ∈ C∞0 (Λ
k−1T ∗(X \K)), ‖ϕ‖L2w ≤ C [‖d
∗
wϕ‖L2 + ‖dϕ‖L2 ]
si et seulement si les images de d : Ck−2w,w (X)→ L
2
w(Λ
k−1T ∗X) et de d : Ck−1w,1 (X)→
L2(ΛkT ∗X) sont fermées et si dimHk−1w (X) <∞.
Cei est à rapproher de la dénition que nous avions introduite dans [8℄ et
utilisée dans [9℄ pour déterminer la ohomologie L2 réduite des variétés plates au
dehors d'un ompat :
Dénition 1.3. Soit (X, g) une variété riemannienne omplète, on dit que l'opérateur
d+d∗ est non parabolique à l'inni s'il existe un ompat K ⊂ X tel que pour tout
ouvert borné U de X \K, il existe une onstante C > 0 telle que
∀ϕ ∈ C∞0 (Λ
•T ∗(X \K)), C‖ϕ‖L2(U) ≤ ‖(d+ d
∗)ϕ‖.
Dérivons maintenant l'organisation de e papier : dans une première partie, on
rappelle les dénitions des espaes de ohomologie L2 à poids, dans une deuxième
partie nous dérivons notre ritère de presque fermeture de l'image de d et nous
y donnons des onditions pour que l'image de d soit presque fermée sur U ∪ V
lorsqu'elle l'est sur U, V et U∩V et pour qu'elle soit presque fermée sur U lorsqu'elle
l'est sur U ∪ V et U ∩ V . On ompare aussi ette ondition à la non paraboliité
à l'inni et nous montrerons le théorème D. On alule ensuite la ohomologie
L2 réduite des nes et à titre d'illustration nous reprouvons un résultat de R.
Melrose ([31℄) à propos de la ohomologie L2 des variétés à bouts oniques. On
dérit ensuite la géométrie des variétés QALE. Enn dans la dernière partie nous
prouvons notre résultat prinipal (le théorème B), en fait notre méthode permet
aussi de déterminer la ohomologie L2 des variétés QALE asymptote à Cn/G (où
S2n−1/G est à singularités isolées) et pas seulement des résolutions répantes. La
desription de es variétés faite plus haut implique qu'il y a un ompat K sur
lequel la variété X se rétrate. Et le bord de K est une résolution de S2n−1/G. Les
singularités de S2n−1/G sont de la forme (Cmi/Ai × S2ni−1)/Bi où Ai ⊂ SU(mi)
agit sans points xes sur Cmi \ {0}, Bi agit sans point xe sur Cmi/Ai \ {0} et sur




/Bi. Notons Y = ∪iYi/Bi,
on dispose d'une appliation f : Y → ∂K, on peut onsidérer le sous omplexe de
C∞(ΛkT ∗K) formé par les formes diérentielles dont le tiré en arrière par f est
nulle et on note H∗(K, ker f∗) la ohomologie de e omplexe : un as partiulier
de notre résultat est le suivant
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Théorème E. Soit G ⊂ SU(n) et (X, g) une variété QALE asymptote à Cn/G
on suppose que S2n−1/G est à singularités isolées et que la dimension réelle de es
singularités est plus grande ou égale à trois alors
Hk(X) ≃

Hk(K, ∂K) ≃ Hkc (X) si k ≤ 2
Hk(K, ker f∗) si k ∈ [3, 2n− 2]
Hk(K) ≃ Hk(X) si k ≥ 2n− 2
Remeriements. Je tiens à remerier C. Sorger pour avoir répondu patiemment
à mes questions naïves sur la ohomologie des résolutions répantes. Je remerie
Eugenie Hunsiker dont les ommentaires sur une version préédente de e papier
m'ont permis d'y repérer une erreur ; je la remerie également ave T. Hausel et
R. Mazzeo et l' A.I.M. pour avoir organisé et aueilli la onférene "L2 Harmoni
Forms in Geometry and Physis" au ours de laquelle ette question a été soulevée.
Enn, e travail a débuté alors que je bénéiais d'une délégation partielle au
C.N.R.S.
2. L2 ohomologie (à poids).
Nous présentons ii les espaes de ohomologie L2, on trouvera d'autres présen-
tations dans les artiles de J. Cheeger, S. Zuker, J. Lott ([11, 40, 25℄ et de façon
plus abstraite dans le papier de J. Brüning et M. Lesh ([5℄) .
Si (X, g, µ) est une variété riemannienne équipée d'une mesure lisse µ(x)d volg(x)
(ou même seulement dans L∞
loc), on introduit l'espae L
2
µ(Λ
kT ∗X) des formes dif-
férentielles qui sont de arré sommables pour ette mesure, la norme de et espae





On note 〈 , 〉µ le produit salaire assoié.
L'espae des k-formes L2µ fermées est l'espae Z
k




qui sont fermées au sens des distributions, i.e. elle qui vérie :
∀β ∈ C∞0 (Λ
k+1T ∗X), 〈α, d∗µβ〉µ= 0.
Où d∗µ est l'adjoint diérentiel formel de l'opérateur
d : C∞0 (Λ
kT ∗X)→ L2µ(Λ
k+1T ∗X) ;
si la variété X est orientée et si ∗ est l'opérateur de Hodge on a
d∗µ = ±µ
−1 ∗ d ∗ µ
le signe étant fontion du degré. Lorsque µ = 1, on ne mentionnera pas la référene
à la fontion µ : on notera L21 = L
2
, d∗ = d∗1...
Le domaine (maximal) de d est
Dkµ(d) = {α ∈ L
2
µ(Λ
kT ∗X), dα ∈ L2µ(Λ
k+1T ∗X)}.
C'est à dire α ∈ Dkµ(d) si et seulement si α ∈ L
2
µ(Λ
kT ∗X) et s'il y a une onstante
C tel que
∀ϕ ∈ C∞0 (Λ
k+1T ∗X), | 〈α, d∗µϕ〉µ | ≤ C‖ϕ‖µ.
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Maintenant on fait l'hypothèse suivante :
La variété X est l'intérieur d'une variété à oins X¯ et la métrique g
et le poids µ s'étendent à X¯ et X¯ est omplet pour la distane géodésique.
(2.1)
On note alors C∞0 (Λ
kT ∗X) l'espae des formes diérentielles lisses et à support
ompate dans X et C∞0 (Λ
kT ∗X¯) l'espae des formes diérentielles lisses et à sup-
port ompate dans X¯ 'est à dire elle dont le support est borné dans (X, g). Ave
ette hypothèse, C∞0 (Λ
kT ∗X¯) est dense dans Dkµ(d) lorsque e dernier espae est
équipé de la norme
α 7→ ‖α‖µ + ‖dα‖µ.






La L2 ohomologie non réduite est la ohomologie d'un omplexe mais lorsque
l'image de d n'est pas fermée e n'est pas un espae de Hilbert, 'est pourquoi on











On notera Bkµ(X) = dC
∞
0 (Λ
kT ∗X¯) où l'adhérene est pris dans L2µ. Évidemment
lorsque l'image de d : Dk−1µ (d) → L
2
µ(Λ
kT ∗X) est fermée es deux espaes oïni-
dent. L'objet de et artile est la ohomologie L2 réduite, pour alléger le disours
on omettra de signaler l'adjetif réduite.
La ohomologie L2µ se représente par des espaes de formes harmoniques. On




kT ∗X) : lorsque α ∈ L2µ(Λ
kT ∗X) alors α ∈ Dk(d∗µ) si et seulement s'il y a une
onstante C telle que
∀ϕ ∈ C∞0 (Λ
k−1T ∗X¯), | 〈α, dϕ〉µ | ≤ C‖ϕ‖µ.
Lorsque α ∈ C∞0 (Λ
k−1T ∗X¯) alors α ∈ D(d∗µ) si et seulement si le long de la
partie lisse du bord de X¯, α n'a pas de omposante tangentielle.
Lorsque Dk(d∗µ) est équipée de la norme du graphe













La déomposition de Hodge-deRham nous apprend que :
L2µ(Λ












l'adhérene étant bien entendu prise pour la topologie de L2µ(Λ
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On peut aussi dénir la L2µ ohomologie relative (à ∂X¯ ou à Y ⊂ ∂X¯ une




pour lesquelles il existe une onstante C telle que
∀ϕ ∈ C∞0 (Λ




α ∈ Dkµ(d, Y ), dα = 0
}
et
Bkµ(X,Y ) = dD
k−1
µ (d, Y ).





Ces espaes admettent aussi une interprétation en terme de formes harmoniques : on
introduit pour ela l'espae Dkµ(d
∗
µ, Y ) des formes α ∈ L
2
µ(Λ
kT ∗X) pour lesquelles
il existe une onstante C telle que,
∀ϕ ∈ C∞0 (Λ
k+1T ∗(X¯ ∪ Y )), | 〈α, dϕ〉µ | ≤ C‖ϕ‖µ .
Si on dénit




µ, Y ), d
∗
µα = 0}
alors nous avons l'isomorphisme
Hkµ(X,Y ) ≃ H
k
µ(X,Y ).




Remarque 2.1. On peut aussi introduire omme impliitement L. Hörmander [17,
18℄ et plus expliitement N. Teleman [38℄ la L2
loc-ohomologie. C'est la ohomologie
du omplexe des formes diérentielles qui sont dans L2
loc ainsi que leur diérentielle.
Selon la proposition 3.3 [38℄, la ohomologie de e omplexe alule la ohomologie
de X (la ohomologie de de Rham). La dualité de Poinaré dit que la ohomologie
de X est isomorphe au dual de la ohomologie à support ompat, en partiulier il
n'y a pas lieu de distingué la L2loc ohomologie réduite ou non réduite ar l'image
de d est fermée sur L2
loc. En eet, une forme fermée L
2
loc nulle en ohomologie L
2
loc
réduite est exate en restrition à haque domaine ompat à bord lisse de X , elle
dénit don une forme linéaire nulle sur la ohomologie à support ompat, elle est
don exate en ohomologieL2
loc. Aussi une forme fermée de L
2
µ nulle en ohomologie
L2µ réduite est nulle en ohomologie L
2
loc en partiulier elle est la diérentielle d'une
forme dans L2
loc. De plus lorsque X¯ est ompate alors la L
2
µ ohomologie (qui est
évidemment isomorphe à la L2
loc ohomologie) est isomorphe à la ohomologie de
X .
2
Lorsque X n'est pas orientée, un résultat analogue est valide en onsidérant les formes à
valeurs dans le bré d'orientation.
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3. la ondition de presque-fermeture de l'image de d et la suite de
Mayer-Vietoris
On introduit maintenant une ondition qui permet d'obtenir un petit bout de
suite exate de Mayer-Vietoris.
3.1. Dénition. On onsidère don (X, g, µ) une variété riemannienne équipée de
la mesure µ(x)d volg et w : X →]0,∞[ une fontion lisse bornée, on dira que
l'image de d : Dk−1µ (d)→ L
2
µ(Λ
kT ∗X) est presque fermée (en degré k et par
rapport à w) si lorsqu'on introduit l'espae
Ck−1w,µ (X) = {α ∈ L
2
wµ(Λ
k−1T ∗X), dα ∈ L2µ(Λ
kT ∗X)}
alors Bkµ(X) = dC
k−1
w,µ (X).




kT ∗X) soit fermée. Dans es onditions une forme L2µ fermée α ∈
Zkµ(X) est nulle en ohomologie L
2




telle que α = dβ 3. Il est évident que lorsque l'image de d est fermée elle est presque
fermée. Remarquons que lorsque w′ ≤ w, alors
Ck−1w,µ (X) ⊂ C
k−1
w′,µ(X) ;
ainsi si l'image de d : Dk−1µ (d)→ L
2
µ(Λ





mais on n'a pas forément égalité. Dans (lemme 3.1 de [10℄), nous avons obtenu un
ritère qui assure l'inlusion inverse (f. aussi les artiles de N. Hithin, P. Li , J.
M Neal, J. Jost et K. Zuo [16, 23, 26, 21℄) :
Proposition 3.1. Si (X, g, µ) vérie (2.1) et si w(x) ≥ 1ψ2(d(o,x)) (où o est un




dCk−1w,µ (X) ⊂ B
k
µ(X)
Dénition 3.2. Lorsque w vériera les hypothèses de ette proposition on dira que
w est à déroissane parabolique.
Un orollaire de e résultat est don le suivant :
Corollaire 3.3. Si (X, g, µ) vérie les hypothèses (2.1) et si l'image de d : Ck−1w,µ (X)→
L2µ(Λ
kT ∗X) est fermée alors pour tout poids w′ ≤ w à déroissane parabolique,
l'image de d : Ck−1w′,µ(X)→ L
2
µ(Λ
kT ∗X) est enore fermée.
3
au sens des distribution.
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3.2. Suite de Mayer-Vietoris.
Théorème 3.4. Si X = U ∪ V (U, V ⊂ X ouverts de X) et w : X →]0,∞[ une
fontion lisse, on suppose que l'image de d est presque fermée (en degré k et par
rapport à w) sur X,U, V et U ∩ V et que
{0} → Ck−1w,µ (X)
r
∗




−→ Ck−1w,µ (U ∩ V )→ {0}















Démonstration. Si A ⊂ B ⊂ X on note ιA,B l'inlusion ιA,B : A → B et on note
W = U ∩ V .
Montrons l'exatitude de la dernière èhe i.e ker δ = Im r∗ : soit don (α, β) ∈
Zkµ(U)⊕ Z
k
µ(V ) telle que
ι∗W,Uα− ι
∗
W,V β ∈ B
k
µ(W ).




W,V β = dψ et par hypothèse il y a aussi
(ψU , ψV ) ∈ Ck−1w,µ (U) ⊕ C
k−1




W,V ψV = ψ. Alors si γ est la
k-forme L2µ sur X telle que
ι∗U,Xγ = α− dψU et ι
∗
V,Xγ = β − dψV




V,Xγ − β ∈ B
k
µ(V ).
On montre maintenant l'exatitude de la èhe du milieu i.e. ker r∗ = Im b.
Rappelons omment b est déni, soit
η ∈ Zk−1wµ (U ∩ V ) ⊂ C
k−1
w,µ (U ∩ V ),
alors par hypothèse, on trouve (ψU , ψV ) ∈ Ck−1w,µ (U)⊕ C
k−1
w,µ (V ) tel que
η = ι∗W,UψU − ι
∗
W,V ψV
alors la forme ϕ dénie sur X par : ι∗Uϕ = dψU et ι
∗
V ϕ = dψU est un élément
de Zkµ(X), sa lasse de ohomologie L
2
µ ne dépend pas que de la lasse de L
2
wµ
ohomologie de η, et alors
b[η] = [ϕ].








on trouve don (ψU , ψV ) ∈ Ck−1w,µ (U) ⊕ C
k−1
w,µ (V ) tel que : ι
∗
U,Xγ = dψU et ι
∗
V,Xγ =




W,V ψV ∈ Z
k−1
wµ (W ), et évidemment on a
b[ι∗W,UψU − ι
∗
W,V ψV ] = [γ].
On montre nalement l'exatitude de la première èhe : 'est à dire Im δ = kerb.




w,µ (V ) vériant
η = ι∗W,UψU − ι
∗
W,V ψV alors la k-forme L
2
fermée γ dénie par
ι∗U,Xγ = dψU et ι
∗
V,Xγ = dψV
est nulle en ohomologie L2µ. Par hypothèse il existe φ ∈ C
k−1
w,µ (X) telle que γ = dφ.
Mais alors on a α = ψU − ι∗U,Xφ ∈ Z
k−1




wµ (V ) d'où





Remarques 3.5. i) On peut évidemment énoner un théorème analogue pour
la ohomologie L2µ relative à une hypersurfae Y ⊂ ∂X à ondition d'intro-
duire l'espae Ck−1w,µ (X,Y ) des formes α ∈ L
2
wµ(Λ
k−1T ∗X) telles qu'il existe
une onstante C ave
∀ϕ ∈ C∞0 (Λ
kT ∗(X ∪ Y )) | 〈α, d∗µϕ〉µ | ≤ C‖ϕ‖µ.
ii) La preuve indique aussi que pour avoir l'exatitude au niveau des deux
dernières èhes, on a uniquement besoin que l'image de d soit presque
fermée sur U ∩ V , pour l'exatitude au niveau des deux èhes du milieu,
il sut que l'image de d soit presque fermée sur U et V et au niveau des
deux premières èhe il sut que l'image de d soit presque fermée sur X .
3.3. Condition pour assurer la presque fermeture de l'image de d. Si on
déoupe la variété en petits bouts sur lesquels l'image de d est presque fermée,
il n'est pas lair que l'image de d soit presque fermée sur la variété ; voii une
proposition qui assure ei ('est en quelque sorte un voyage de la ohomologie vers
l'analyse fontionnelle).
Proposition 3.6. Soit (X, g) une variété riemannienne vériant (2.1) et µ,w,w′
des fontions stritement positives lisses sur X¯. On suppose que X = U∪V (U, V ⊂
X ouverts de X) et que les onditions suivantes sont vériées :
 l'image de d est presque fermée sur U et V par rapport au poids w.
 Le poids w est à déroissane parabolique.
 dCk−2w′,wµ(U ∩ V ) = B
k−1





−→ Ck−2w′,wµ(U ∩ V )→ {0}
 la suite suivante Hk−1wµ (U) ⊕ H
k−1
wµ (V ) → H
k−1
wµ (U ∩ V )
b
−→ Hkµ(X) est aussi
exate,
alors l'image de d est presque fermée sur X par rapport au poids w.








Il y a don (ψU , ψV ) ∈ Ck−1w,µ (U)⊕ C
k−1
w,µ (V ) tels que
ι∗U,Xγ = dψU et ι
∗
V,Xγ = dψV .
On dénit alors η = ι∗W,UψU − ι
∗
W,V ψV ∈ Z
k−1
wµ (W ) et ette forme vérie par






η = dφ+ ι∗W,UαU − ι
∗
W,V αV .




w′,wµ(V ) tels que
ι∗W,UφU − ι
∗
W,V φV = φ.
Si ψ ∈ Ck−1w,µ (X) est déni par
ι∗U,Xψ = ψU − dφU − αU et ι
∗
V,Xψ = ψV − dφV − αV ,




L'inlusion réiproque est une onséquene du fait que w est à déroissane parabolique.

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Nous avons bien évidemment un énoné analogue pour la ohomologie L2µ relative
à Y ⊂ ∂X .
On a aussi un ritère qui assure que l'image de d est presque fermée sur U
lorsqu'elle l'est sur X et U ∩ V .
Proposition 3.7. Soit (X, g) une variété riemannienne telle que (2.1) soit vériée
à oins et µ,w des fontions stritement positives lisses sur X¯. On suppose que
X = U ∪ V où U vérie aussi (2.1). Les onditions suivantes
 L'image de d est presque fermée sur X et U ∩ V par rapport au poids w.
 Le poids w est à déroissane parabolique.
 {0} → Ck−1w,µ (X)
r
∗




−→ Ck−1w,µ (U ∩ V )→ {0}





impliquent que l'image de d est presque fermée sur U par rapport au poids w.




µ(W ) et on trouve de même
(ψU , ψV ) ∈ Ck−1w,µ (U)⊕C
k−1




W,V ψV = ι
∗
W,Uα. Maintenant
si γ ∈ Zkµ(X) est déni par
ι∗U,Xγ = α− dψU et ι
∗
V,Xγ = −dψV .
Alors γ est fermé et ι∗U,Xγ ∈ B
k
µ(U) don par hypothèse : γ ∈ B
k
µ(X) et on trouve






L'inlusion réiproque est une onséquene du fait que w est à déroissane parabolique.

Remarque 3.8. On remarque que l'on peut remplaer l'hypothèse que l'image de d
est presque fermée sur X par l'hypothèse que si α ∈ Bkµ(X) alors il y a une forme
β ∈ L2





La preuve de la proposition préédente montre même le résultat suivant :





3.4. Comparaison ave la non paraboliité. Dans [9℄, nous avons utilisé une
ondition similaire à la presque fermeture de l'image de d :
Dénition 3.10. Soit (M, g) une variété riemannienne omplète, on dit que l'opéra-
teur d+d∗µ est non parabolique à l'inni s'il existe un ompat K ⊂M tel que pour
tout ouvert borné U de M \K, il existe une onstante C > 0 telle que
∀ϕ ∈ C∞0 (Λ
•T ∗(M \K)), C‖ϕ‖L2(U) ≤ ‖(d+ d
∗
µ)ϕ‖µ.
Soit K˜ un ompat ontenant K dans son intérieur, on note W (Λ•T ∗M) le
omplété de C∞0 (Λ
•T ∗M) pour la norme :
α 7→ ‖α‖L2(K˜) + ‖(d+ d
∗
µ)ϕ‖µ.
Cet espae ne dépend pas du ompat K˜ hoisi, il s'injete don naturellement dans
W 1,2
loc . De plus l'opérateur (d+ d
∗
µ) : W (Λ
•T ∗M) −→ L2µ(Λ
•T ∗M) est Fredholm et
on a
Bkµ(M) = dW (Λ
k−1T ∗M).
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Si l'on fait l'hypothèse de oerivité suivante :
∀ϕ ∈ C∞0 (Λ
•T ∗(M \K)), C‖ϕ‖wµ ≤ ‖(d+ d
∗
µ)ϕ‖µ ,
alors l'opérateur d + d∗µ est lairement non parabolique à l'inni et l'image de d
est presque fermée sur M pour le poids w. Dans e as une norme sur l'espae
W (Λ•T ∗M) est
α 7→ ‖ϕ‖wµ + ‖(d+ d
∗
µ)ϕ‖µ.
Alors le noyau W de l'opérateur d+ d∗µ est le noyau L
2
wµ de l'opérateur d+ d
∗
µ ; et
il y a don une onstante C > 0 telle que si ϕ ∈ C∞0 (Λ
•T ∗M) vérie




C‖ϕ‖wµ ≤ ‖(d+ d
∗
µ)ϕ‖µ
L'avantage de ette dénition est qu'elle ne dépend que de la géométrie à l'inni
de M et qu'ave un peu d'analyse on peut obtenir une suite exate longue en oho-
mologie L2µ·Mais ei ne permet pas de déouper la géométrie à l'inni en moreaux
sur lesquels on ferait une analyse similaire. La ondition de presque fermeture pour
l'image de d est assez souple mais nous ne savons pas si elle ne dépend que de la
géométrie à l'inni : par exemple si (X, g) est une variété riemannienne qui vérie
nos hypothèses (2.1) et µ une fontion lisse stritement positive sur X¯. Soit K ⊂ X¯
un ompat, est-il vrai que la presque fermeture de l'image de d sur X implique la
presque fermeture de l'image de d sur X \K (et vie versa) ? Notons par exemple
que l'hypothèse de presque fermeture de l'image de d ne requiert pas la nitude de
la dimension des espaes de L2µ ohomologie.
Lemme 3.11. Supposons que (X, g, µ) vérie la ondition (2.1) et que w soit à
déroissane parabolique, alors C∞0 (Λ
k−1T ∗X¯) est dense dans Ck−1w,µ (X) lorsque e
dernier espae est équipé de la norme du graphe α 7→ ‖α‖2wµ + ‖dα‖µ.
Démonstration. C'est en fait une re-formulation du lemme (3.1) de [10℄. Grâe aux
hypothèses (2.1), il sut de démontrer que si β ∈ Ck−1w,µ (X), alors on peut trouver
une suite (βl)l d'élément Ck−1w,µ (X) à support ompat qui onverge vers β.




où o est un point xé de X et ψ vérie∫ ∞ dt
ψ(t)
=∞.
On introduit alors les fontions de tronature de [10℄ : si r, R deux nombres réels
tels que 0 < r < R, on leurs assoie la fontion φr,R dénie par
(3.1) φr,R(s) =










si s ∈ [r, R]
0 si s ≥ R
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On onsidère alors βl = φrl,Rl(r(x))β où r(x) = d(o, x). Il est lair que liml→∞ ‖βl−
β‖wµ = 0. De plus puisque dβl = φrl,Rldβ + φ
′
rl,Rl
dr ∧ β et que par onstrution :













et T ∗ son adjoint, le domaine de T ∗ est aussi l'espae D(T ∗) des (k − 1)-formes
α ∈ L2wµ telles que
∀φ ∈ C∞0 (X¯), φα ∈ D
k−1(d∗wµ)
et telles que d∗wµα ∈ L
2








preuve identique montre que l'on a aussi :
Lemme 3.12. Supposons que (X, g, µ) vérie la ondition (2.1) et que w soit à
déroissane parabolique, alors C∞0 (Λ
k−1T ∗X¯)∩Dk−1(d∗wµ) est dense dans C
k−1
w,µ (X)∩
D(T ∗) lorsque e dernier espae est équipé de la norme du graphe α 7→ ‖α‖2wµ +
‖dα‖µ + ‖d∗wµα‖µ.
Grâe à e dernier lemme, un théorème de L. Hörmander (théorème 1.1.2 de [17℄)
implique néanmoins le résultat suivant qui établit un premier lien entre les notions
de non-paraboliité à l'inni et de presque-fermeture de l'image de d.
Théorème 3.13. Soit (X, g) est une variété riemannienne orientée de dimension
d qui vérie nos hypothèses (2.1)et µ,w des fontions lisses stritement positives
sur X¯ où w est à déroissane parabolique. Les images des appliations








sont fermées si et seulement si il y a une onstante C > 0 telle que si ϕ ∈
C∞0 (Λ
k−1T ∗X¯) ∩ Dk−1(d∗wµ) vérie











On peut aussi re-visiter une partie de nos travaux sur la non-paraboliité à
l'inni à partir de ette inégalité. Nous remarquons que si en plus des hypothèses
de e théorème nous supposons que Hk−1wµ (X) est de dimension nie alors on trouve
K ⊂ X¯ un ompat et C une onstante stritement positive telle que
∀φ ∈ C∞0 (Λ








En eet si {h1, ..., hl} est une base orthonormée de Hk−1wµ (X), nous avons pour
φ ∈ C∞0 (Λ










| 〈φ, hi〉wµ |
2
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Ce résultat s'aompagne en fait d'un réiproque :
Théorème 3.14. Supposons en plus que w soit à déroissane parabolique et que
pour un ompat K ⊂ X¯, il existe une onstante C > 0 telle que
(3.2)
∀φ ∈ C∞0 (Λ








alors l'image de d est presque fermée en degré k pour le poids w, Hk−1wµ (X) est de
dimension nie et l'image de d : Ck−2w,wµ(X)→ L
2
wµ(Λ
k−1T ∗X) est aussi fermée.
Démonstration. On s'inspire largement de [8℄ : soit K˜ un ompat ontenantK dans
son intérieur, on lui assoie la norme NK˜ dénie sur C
∞
0 (Λ
























En eet la norme Nw est à un fateur près plus grande que la norme NK˜ , il sut
don de montrer l'estimation réiproque. Soit don ρ une fontion qui vaut 1 dans
un voisinage de X \K˜ et à support dans X \K. Si φ ∈ C∞0 (Λ
k−1T ∗X¯)∩Dk−1(d∗wµ),
on a











































Soit don W le omplété de C∞0 (Λ
k−1T ∗X¯) ∩Dk−1(d∗wµ) pour la topologie induite
par es normes. Nous allons montrer que l'opérateur





est semi-Fredholm : son noyau est de dimension nie et son image est fermée.
Grâe au ritère très ommode de L. Hörmander (prop. 19.1.3 de [19℄), il sut
pour ela de montrer que si {αl}l onverge faiblement dansW et que {(d+d∗wµ)αl}l
onverge fortement dans L2µ alors la suite {αl}l onverge fortement dans W .
Il sut don de démontrer qu'une telle suite onverge fortement dans L2(Λk−1T ∗K˜).
Mais par hypothèse une telle suite est bornée dansW 1,2
loc et onverge faiblement dans
W 1,2
loc , puisque l'inlusion de W
1,2
loc dans L
2(K˜) est ompate, le résultat est immé-
diat. On vient de démontrer que l'image de d : W −→ L2µ est fermée. Grâe au
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images fermées, 'est don aussi le as de T .
On montre maintenant queHk−1wµ (X) est de dimension nie, on sait que kerW (d+
d∗wµ) ⊂ H
k−1
wµ (X). On va vérier que es deux espaes oïnident. Soit h ∈ H
k−1
wµ (X),




Dk−1(d∗wµ) telle que ‖dhl‖µ → 0 et ‖d
∗
wµhl‖µ → 0. On reprend les fontion de




dr ∧ h et d∗wµhl = −φ
′
rl,Rl







d'où le résultat. 
La onlusion de ette disussion est don la suivante :
Théorème 3.15. Lorsque (X, g, µ) vérie (2.1) et que w est à déroissante parabolique,
la onjontion des trois onditions suivantes ne dépend que de la géométrie à l'inni
de (X, g, µ) :
(1) La dimension de Hk−1wµ (X) est nie.
(2) L'image de d : Ck−1w,µ (X)→ L
2
µ(Λ
kT ∗X) est fermée.
(3) L'image de d : Ck−2w,wµ(X, ∂X)→ L
2
wµ(Λ
k−1T ∗X) est fermée.
Et elles équivalent à l'existene d'un ompat K ⊂ X¯ tel que :
∀φ ∈ C∞0 (Λ








On peut également énoner un résultat analogue relativement à Y ⊂ ∂X .
3.5. On donne maintenant le ritère qui plus loin nous permettra d'armer que
la suite
{0} → Ck−1w,µ (X)
r
∗




−→ Ck−1w,µ (U ∩ V )→ {0}
est exate.
Proposition 3.16. Si X = U∪V où ∂V ∩U ⊂ Ω où Ω est quasi isométrique au bout
de ne sur ]−1, 1[×Σ : Ω ≃ C1(]−1, 1[×Σ). On suppose que ∂V ∩U = C1({0}×Σ)
et V ∩ Ω = C1(] − 1, 0[×Σ). On onsidère un poids µ qui est radiale sur Ω et des
poids w, w¯, ρ tels que si on note r la variable radiale sur Ω alors en restrition à
Ω : w = r−2(1 + log(r))−2, ρ = (1 + log(r))−2 et w¯ = r−2. Alors on a
Ck−1w¯,µ (U)
ι∗U∩V,U
−→ Ck−1w¯,µ (U ∩ V )→ {0}




Démonstration. Les arguments de la preuve sont en fait empruntés à J. Cheeger
(lemme 4.2 de [11℄) : on onsidère s : Ω →] − 1, 1[ la projetion sur le deuxième
fateur Ω =]1,∞[×]− 1, 1[×Σ, on note Ω± = {±s > 0} et σ l'involution de Ω qui
éhange Ω± ave Ω∓. Soit ξ une fontion lisse sur Ω qui ne dépend que de s tel que
ξ(Ω) ⊂ [0, 1] et ξ = 0 si s ≥ 1/2, et ξ = 1 si s ≤ 1/3. On étend ette fontion à U∪Ω
en lui imposant la valeur 0 sur le omplémentaire de Ω. Lorsque α ∈ Ck−1w,µ (U ∩ V ),
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on étend α à (U ∩ V ) ∪ Ω en reétant α le long de ∂V ∩ U = C1({0} × Σ), i.e. sur
Ω \ V , α = σ∗α et on pose α¯ = ξα. On vérie failement que si ν est une fontion
positive sur X qui est radiale sur Ω alors
‖α¯‖L2ν(Ω) ≤ 2‖α‖L2ν(Ω+).
Les arguments de J. Cheeger montre que si α ∈ Ck−1w,µ (U ∩ V ) alors
dα¯ = dα+ dξ ∧ α¯
puisque le gradient de ξ est borné sur Ω par 1/r, la proposition est bien démontrée.

4. L2 ohomologie des nes.
4.1. Inégalités de Hardy. On rappelle ii quelques inégalités de type Hardy qui
seront utiles un peu plus loin à propos de la L2 ohomologie des nes et des variétés
QALE. Pour plus de détails sur es inégalités nous renvoyons le leteur au traité
([34℄) et dans un adre un peu plus général nous onseillons le survol de E.B. Davies
([12℄).










alors pour tout ϕ ∈W 1,2loc ([1,∞[) tel que ϕ














Démonstration. La preuve est standard on pose ϕ(t) =
√















En intégrant par partie le terme du milieu, on obtient :∫ T
1
|ϕ′(t)|2ρ(t)dt ≥











On obtient alors le résultat en faisant tendre T vers l'inni. 
Lorsque
∫∞ dt
ρ(t) =∞ la même preuve fournit :
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alors pour tout ϕ ∈ W 1,2loc ([1,∞[) tel que ϕ




























Proposition 4.3. (1) si a > 2k et b ∈ R, alors l'opérateur Mk est borné de
L2([1,∞[, ra−1(1 + log(r))bdr) dans L2([1,∞[, ra−3(1 + log(r))bdr),
(2) si a < 2k et b ∈ R, alors l'opérateur mk est borné de
L2([1,∞[, ra−1(1 + log(r))bdr) dans L2([1,∞[, ra−3(1 + log(r))bdr).
(3) Si a = 2k et b < 1 alors l'opérateur mb est borné de
L2([1,∞[, ra−1(1 + log r)bdr) dans L2([1,∞[, ra−3(1 + log r)b−2dr).
(4) Si a = 2k et b > 1 alors l'opérateur Mk est borné de
L2([1,∞[, ra−1(1 + log r)bdr) dans L2([1,∞[, ra−3(1 + log r)b−2dr).
On onsidère maintenant (V, h) une variété riemannienne de dimension d− 1 et
on note C(V ) le ne sur V , 'est la variété ]0,∞[×V équipée de la métrique
g = dr2 + r2π∗h
où r, π sont les projetions sur le premier et seond fateur. Pour R > 0 on note
CR(V ) = {r > R} et VR = {R} × V ⊂ C(V ). Pour R > 0, les variétés CR(V ) sont
quasi isométriques entre elles.
4.2. Annulation de la L2 ohomologie des nes.
Proposition 4.4. Si k ≤ d/2 alors Hk(C1(V )) = {0} et si k ≥ d/2 alors Hk(C1(V ), V1) =
{0}.
Ce résultat est bien onnu mais la preuve nous fournira des renseignements
supplémentaires sur Bk(C1(V )).
Démonstration. On onsidère le hamp de veteur X = r ∂∂r et Φt son ot :
Φt(r, θ) = (e
tr, θ).
Si α ∈ Zk2 (C1(V )), grâe à la formule de Cartan, nous avons pour t > 0 :




où intX est l'opérateur produit intérieur par X . Ave l'estimation :
|Φ∗tα|(r, θ) ≤ e
kt|α|(etr, θ),







Ainsi pour k ≤ d/2 on a α = L2 limt→∞ dβt et puisque βt ∈ L2 on a bien α ∈
Bk2 (C1(V )). Remarquons que puisque

















Et ave (4.3), nous obtenons :
(4.1) ‖r−1B+α‖ ≤ C‖α‖.
Dans le seond as, si α ∈ Zk2 (C1(V ), V1) alors l'extension par zéro de α à C(V )
est enore fermée, on notera enore α ette extension et si t < 0 on a enore
Φ∗tα ∈ Z
k
2 (C1(V ), V1). Grâe à la formule de Cartan, nous obtenons de même pour
t < 0 :








α et Φ∗tα dénissent don la même lasse dans H
k(C1(V ), V1), mais pour k ≥ d/2,
Φ∗tα tend faiblement vers 0 dans L
2
lorsque t → −∞ (en même fortement si k >
d/2). Don ette lasse de ohomologie relative est nulle. Cela prouve la deuxième







d'où d'après (4.3) :
‖r−1B−α‖ ≤ C‖α‖, lorsque k > d/2
et ‖(r log r)−1B−α‖ ≤ C‖α‖, lorsque k = d/2.

4.3. L2 ohomologie des nes.
Proposition 4.5. On suppose de plus que sur (V, h) l'image de d est fermée. Alors
pour k > d/2, l'appliation de restrition r = ιC1(V )\C2(V ),C1(V ) induit un isomor-
phisme :
r∗ : Hk(C1(V ))→ H
k(C1(V ) \ C2(V )) ≃ H
k(V ).
Et si de plus V est une variété à bord alors pour k < d/2 alors l'appliation
d'extension par zéro est un isomorphisme :
Hk(C1(V ) \ C2(V ), V1 ∪ V2) ≃ H
k−1(V )→ Hk(C1(V ), V1).
Démonstration. L'image de d est fermée sur C1(V ) \C2(V ) ar C1(V ) \C2(V ) est
quasi isométrique au produit ]1, 2[×V et de plus Hk(C2(V ), V2) = {0} pour k ≥ d/2,
don d'après (lemme 2.2 de [10℄), on sait alors que r∗ est injetif. De plus
π∗ : L2(ΛkT ∗V )→ L2(ΛkT ∗C1(V ))
est justement ontinue pour k > d/2 et puisque r∗ ◦ π∗ = Id, r∗ est aussi surjetif.
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On va maintenant démontrer le seond isomorphisme : nous ommençons par
démontrer que ette appliation est surjetive : soit α ∈ Zk2 (C1(V ), V1) où k < d/2.
Nous avons obtenu :
α = dB+α
et si ρ est une fontion lisse sur C1(V ) valant 1 sur un voisinage de C1(V )\C3/2(V )









mais puisque grâe à l'estimée (4.1) et à (3.1), on sait que d[(1 − ρ)B+α] est nul
dans Hk(C1(V ), V1) et puisque r
∗d(ρB+α) ∈ Zk2 (C1(V ) \ C2(V ), V1 ∪ V2), on a
bien montré que ette appliation d'extension par zéro est surjetive. On montre
maintenant qu'elle est injetive : soit don α ∈ Hk−1(V ) alors la forme dr
rd−2k+1
∧π∗α
est harmonique sur C1(V ), 'est un élément non nul de H
k(C1(V )) qui représente
don un élément non nul de Hk(C1(V )).

4.4. Presque fermeture de l'image de d. On suppose maintenant que V est
une variété ompate à bord éventuellement non vide.
Pour k 6= d/2, , nous notons wk = r−2 et wd/2 = (r(1 + log r))
−2
alors es poids
sont évidemment à déroissane parabolique sur C1(V ) et nous avons montré que
pour k ≥ d/2 on a
dCk−1wk,1(C1(V ), V1) = B
k
1 (C1(V ), V1)
et pour k < d/2 on a :
dCk−1wk,1(C1(V )) = B
k
1 (C1(V ))
En fait ette dernière identité est enore valable pour k ≥ d/2. En eet soit
α ∈ Bk1 (C1(V )), il existe don ψ ∈ L
2
loc tel que α = dψ, on a alors pour la fontion
ρ préédente :




On a bien B−(α− dρψ), ρψ ∈ Ck−1wk,1(C1(V )).
Notons que l'argument donné ii a une portée plus générale :
Proposition 4.6. Si d : Ck−1w,µ (X,Y )→ L
2
µ(Λ
kT ∗X) a son image fermée et si
 w est à déroissane parabolique,
 Y ⊂ ∂X¯ a un voisinage V dans X¯ quasi isométrique à Y × [0, 1[ ave ∂Y ×
[0, 1[⊂ ∂X¯ et que d : Ck−1w,µ (V )→ L
2
µ(Λ
kT ∗V ) a son image fermée
 Hkµ(X,Y ) = {0},
alors d : Ck−1w,µ (X)→ L
2
µ(Λ
kT ∗X) a aussi son image fermée.
On peut aussi montrer le résultat suivant
Proposition 4.7. Si d : Ck−1w,µ (X)→ L
2
µ(Λ
kT ∗X) a son image fermée et si
 Y ⊂ ∂X¯ est ompat et a un voisinage dans X¯ quasi isométrique à Y × [0, 1[
et ∂Y × [0, 1[⊂ ∂X¯.
 l'appliation naturelle Hk−1(Y )→ Hk(X,Y ) est injetive,
 w est à déroissante parabolique.
alors d : Ck−1w,µ (X,Y )→ L
2
µ(Λ
kT ∗X) a aussi son image fermée.
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Démonstration. Soit don α ∈ Bkµ(X,Y ), on trouve alors ψ ∈ C
k−1
w,µ (X) tel que
α = dψ.
Soit ρ une fontion lipshitzienne à support ompat dans Y × [0, 1[ et valant 1 près
de Y = Y × {0}. Nous avons aussi
α = d(ρψ) + d[(1− ρ)ψ].
Puisque (1 − ρ)ψ ∈ Ck−1w,µ (X,Y ), d(ρψ) est don dans le noyau de l'appliation
naturelle
Hk−1(Y ) ≃ Hk(Y × [0, 1], Y × {0, 1})→ Hk(X,Y ),
il est don nulle par hypothèse. Il existe don φ ∈ Dk−1(Y × [0, 1], Y × {0, 1}) tel
que d(ρψ) = dφ. Si φ¯ est l'extension par zéro de φ à X , on a bien
α = dφ¯+ d[(1− ρ)ψ]
et φ¯+ (1 − ρ)ψ ∈ Ck−1w,µ (X,Y ). 
Grâe à es résultats et au orollaire (3.3), on obtient don
Proposition 4.8. Si w = (r(1 + log r))−2, alors
dCk−1w,1 (C1(V ), V1) = B
k
1 (C1(V ), V1) et dC
k−1
w,1 (C1(V )) = B
k
1 (C1(V ))
4.5. L2 ohomologie à poids. Les arguments présentés auparavant se généralisent
aisément à la ohomologie à poids : soit a, b ∈ R, on introduit L2a,b(Λ
kT ∗C1(V ))
l'espae des formes diérentielles de arrés sommables pour la mesure r2a(1 +
log r)2bd volg et on notera
Ck−1a,b (C1(V )) = {α ∈ L
2
a−1,b−1(Λ





C˜k−1a,b (C1(V )) = {α ∈ L
2
a−1,b(Λ




et on notera de la même façon : Ck−1a,b (C1(V ), V1), C˜
k−1
a,b (C1(V ), V1), H
k
a,b(C1(V )),
Hka,b(C1(V ), V1)... La même preuve montre :




d : Ck−1a,b (C1(V ))→ B
k
a,b(C1(V )) et d : C
k−1
a,b (C1(V ), V1)→ B
k
a,b(C1(V ), V1)
ont des images fermées. Même mieux si k 6= d2 + a alors
d : C˜k−1a,b (C1(V ))→ B
k
a,b(C1(V )) et d : C˜
k−1
a,b (C1(V ), V1)→ B
k
a,b(C1(V ), V1)
ont des images fermées. De plus
 Si (k,− 12 ) < (
d
2 + a, b)
4
, alors Hka,b(C1(V )) = {0}.
 Si (k,− 12 ) > (
d
2 + a, b), alors H
k
a,b(C1(V )) = H
k(V ).
 Si (k, 12 ) > (
d
2 + a, b), alors H
k
a,b(C1(V ), V1) = {0}.
 Si (k, 12 ) < (
d
2 + a, b), alors H
k
a,b(C1(V ), V1) = H
k−1(V ).
Démonstration. Les mêmes arguments que préédemment montrent que pour (k, 12 ) <
(d2 + a, b), alors dC
k−1
a,b (C1(V )) = Z
k
a,b(C1(V )) et pour (k,
1
2 ) > (
d
2 + a, b), alors
dCk−1a,b (C1(V ), V1) = Z
k
a,b(C1(V ), V1). On obtient de la même façon les isomor-
phismes :
4
l'ordre est ii l'ordre lexiographique
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 si (k,− 12 ) > (
d
2 + a, b), alors H
k
a,b(C1(V )) = H
k(V ),
 si (k, 12 ) < (
d
2 + a, b), alors H
k
a,b(C1(V ), V1) = H
k−1(V ).
Et grâe à (4.6,4.7), on onlut de même que pour (k, 12 ) 6= (
d
2+a, b) alors l'image de
d est presque fermée en tout degré par rapport à w (ou même à w¯ = r−2 si k 6= d2+a).




2 ], alors H
k
a,b(C1(V )) = {0}.
L'appliation de restrition r∗ : Hka,b(C1(V )) → H
k(C1(V ) \ C2(V )) ≃ Hk(V ) est
omme préédemment injetive. Il sut don de montrer que pour es valeurs de
k, a, b, ette appliation est nulle. Pour ela, on montre que si α ∈ Zka,b(C1(V )) et




ι∗1α ∧ β = 0,
où on note ιr : {1}× V → {r}× V . Pour ela on proède omme dans la preuve de




















Si k = d2 + a et b ≥ −
1
2 , on obtient bien la nullité de c.

Nous devons néanmoins améliorer quelque peu e résultat lorsque k = d2 + a :




i) Si le (k − 1)-groupe de ohomologie de V est nulle bk−1(V ) = 0, alors
d : C˜k−1a,b (C1(V ))→ B
k
a,b(C1(V )) et d : C˜
k−1
a,b (C1(V ), V1)→ B
k
a,b(C1(V ), V1)
ont des images fermées.
ii) Si bk−1(V ) 6= 0, notons Hk(V, h) l'espae des formes harmoniques L2 sur
V qui vérient la ondition absolue :
Hk(V, h) = {α ∈ L2(ΛkT ∗V ), dα = 0, d∗α = 0, int~ν α = 0}
où on a noté ~ν : ∂V → TV le hamp normal unitaire entrant de V . Alors
si α ∈ Bka,b(C1(V )) , alors il existe u ∈ C˜
k−1






v = 0 et ∀r > 1, ι∗rv ∈ H
k(V, h)
tels que
α = du+ dv.
De même si α ∈ Bka,b(C1(V ), V1) alors il existe u ∈ C˜
k−1
a,b (C1(V ), V1) et
v ∈ Ck−1a,b (C1(V ), V1) tel que
int ∂
∂r
v = 0 et ∀r > 1, ι∗rv ∈ H
k(V, h)
ave
α = du+ dv.
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Démonstration. On ne montre que la deuxième assertion (la première en étant un
as partiulier) pour le as absolu et b > 1/2 (le as relatif à V1 et b < 1/2 est
identique à une modiation évidente près). Dans les autres as s'en déduisent
grâe aux propositions (4.6,4.7).
Pour la ommodité des notations, on se sert du diéomorphisme : Φ : R+×V →
C1(V ) déni par
φ(t, θ) = (et, θ)
qui est onforme lorsque R+ × V est équipé de la métrique riemannienne produit
(dt)2 + h. Alors Φ∗ est isométrie entre L2a,b(Λ
kT ∗C1(V )) et L
2
ρk,a,b(Λ
kT ∗(R+ × V ))
où ρk,a,b(t, θ) = e
(2a−2k+d)t(1 + t)2b. Pour le degré k = d2 + a, nous avons don
ρk,a,b := ρb = (1 + t)
2b
. On travaille don sur R+ × V . Et on identie :
L2
loc(Λ
kT ∗(R+ × V )) ≃ dt ∧ L
2
loc(R+,Λ
k−1T ∗(V ))⊕ L2
loc(R+,Λ
kT ∗(V )).
Soit don α ∈ Bkρb(R+ × V ), on peut don érire :




k−1T ∗(V )) et α1 ∈ L
2(R+,Λ
kT ∗(V ))
on sait (f. 2.1) qu'il existe β = dt ∧ β0 + β1 ∈ L2
loc(Λ
kT ∗(R+ × V )) tel que
α = dβ.





On veut modier β pour qu'il satisfasse nos onditions. Nous utilisons maintenant
la déomposition de Hodge de L2(Λ•T ∗V ) ; notons
Dk = {u ∈ W 1,2(ΛkT ∗V ), int~ν u = 0 le long de ∂V }
où nous avons notéW 1,2(Λ•(T ∗V )) l'espae de Sobolev des setions de Λ•(T ∗V ) qui
sont dans L2 ainsi que leurs premières dérivées. Nous savons que si α ∈ L2((ΛkT ∗V )
alors il existe un unique triplet (h, f, g) ∈ Hk(V )⊕Dk−1 ⊕Dk+1 telle que
α = h+ d0f + d
∗
0g et f, g ⊥ H
•(V ), d∗0f = d0g = 0,
de plus il existe une onstante C telle que
‖d0f‖+ ‖f‖+ ‖d
∗
0g‖+ ‖g‖ ≤ C‖α‖
où on a noté ii ‖ . ‖ la norme L2 sur V . Nous déomposons alors pour i = 0, 1
αi(t) = d0ui(t) + d
∗
0vi(t) + wi(t) et βi(t) = d0fi(t) + d
∗
0gi(t) + hi(t)
Et nous obtenons les équations :
v1 = w1 = 0
et
(4.2) α1 = d0u1 = d0d
∗
0g1,
















et alors (4.5) devient :









Mais pour µ > 0 l'opérateur
Lµf = f
′′ − µf
sur L2(R+, (1 + t)
2bdt) ave les onditions de Dirihlet en t = 0 est inversible et
qu'il existe une onstante C indépendante de µ tel que si Lµf = g ave f(0) = 0
alors
(1 + |µ|)‖f‖b + ‖f
′‖b ≤ C‖g‖b
‖ ‖b étant la norme de L2(R+, (1 + t)2bdt).





L2(Λ•(TV )) (pour les onditiosn absolu sur le bord de V ) on trouve une solution
















α = du+ dv




4.6. Cohomologie L2 des variétés à bouts oniques : Nous pouvons grâe à
es aluls déterminer la ohomologie L2 à poids des variétés dont un voisinage de
l'inni est un bout de ne.
Théorème 4.11. Soit (Xd, g) une variété riemannienne dont un voisinage de l'in-
ni est isométrique à un bout de ne C1(V ) sur une variété riemannienne ompate
V d−1 et soit µ,w des fontion lisses sur X telles que sur C1(V )
µ(r, θ) = r2a et w(r, θ) = r−2(1 + log r)−2.
Alors l'image de d : Dkµ(d)→ L
2










si k = d/2 + a
Hk(X) si k > d/2 + a
.
Ce résultat est en fait bien onnu, une preuve diérente est faite dans l'artile de
T. Hausel, E. Hunsiker et R. Mazzeo ([15℄) ; on peut aussi en donner une preuve
ave les arguments de N. Yeganefar [39℄ et de [9℄. Nous montrons ii omment
utiliser nos résultats préédents pour prouver e théorème :
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Démonstration. Nos résultats préédents impliquent que les images des appliations




Λk−1T ∗ (C1(V ))
)
et de




ΛkT ∗ (C1(V ))
)
sont fermées ; de plus Hk−1wµ (C1(V )) est bien de dimension nie. Grâe à (3.15),
nous pouvons armer que l'image de d est presque fermée sur X en tout degré par
rapport à w. Si K ⊂ X est le ompat dont le omplémentaire est C1(V ) alors on












Lorsque k < d/2 + a, on sait que
Hk−1wµ (C1(V )) = H
k
µ(C1(V )) = {0},






















Le lemme des inq èhes impliquent que l'appliation naturelle




Lorsque k > d/2 + a, on sait que
Hk−1wµ (C1(V )) = H
k−1(∂K) et Hkµ(C1(V )) = H
k−1(∂K),
don les premières et dernières èhes de la suite (4.8) sont surjetives. On en déduit
que l'appliation de restrition
Hk(X)→ Hk(K) ≃ Hk(X)
est un isomorphisme.
Lorsque k = d/2 + a, on a montré que
Hk−1wµ (C1(V )) = H
k−1(∂K) et Hkµ(C1(V )) = {0},











Remarque 4.12. Nous avons en fait un peu mieux si k 6= d/2 + a ou si k = d/2 + a
et bk−1(V ) = 0 alors l'image de d : Dkµ(d)→ L
2
µ est presque fermée en degré k par
rapport à
w¯(r, θ) = r−2.
COHOMOLOGIE L2 DES VARIÉTÉS QALE 25
Nous utiliserons plus loin uniquement le as où V est le quotient de la sphère
Sd−1 par un sous groupe ni G ⊂ SO(d) (G agit don sans point xe sur Sd−1) on
dit alors que X est une variété ALE (Asymptotiquement Loalement Eulidienne)
à un seul bout :
Corollaire 4.13. Soit (Xd, g) une variété ALE à un seul bout alors on a pour la








Hkc (X) si k < d
Hk(X) si k > 0
.
En partiulier, l'appliation Hk(X)→ Hk(X) est toujours injetive, et l'appliation
Hkc (X) → H
k(X) est toujours surjetive. De plus si d > 2, alors l'image de d :
Dk(d)→ L2 est presque fermée en tout degré par rapport à w¯.
4.7. Une formule de Künneth. On onsidère deux variétés riemanniennes (X1, g1)
et (X2, g2) et la variété X = X1×X2 équipée de la métrique produit. Un orollaire
diret des arguments de S. Zuker ([40℄) est le suivant :




fermée et que l'image de d : Cw2,µ2(X2) → L
2
µ2(Λ
•T ∗X2) soit fermée alors si
µ(x1, x2) = µ1(x1)µ2(x2) et w(x1, x2) = w2(x2) l'image de











Il n'est néanmoins pas lair que si l'image de d est presque fermée sur haun des
fateurs alors elle est presque fermée sur le produit. Il est possible qu'en utilisant les
tehniques introduites par R. Mazzeo et A. Vasy ([30℄), on puisse dans ertains as
démontrer de tels résultats. En fait, nous aurons uniquement besoin d'une version
très aaiblie :




est fermée. On onsidère X = X1 × C1(Sd−1) équipé de la métrique riemanni-
enne produit et de la mesure µ(x1, x2) = µ1(x1), on pose w¯2(x1, x2) = |x2|
−2
et
w2(x1, x2) = |x2|−2(1 + log |x2|)−2 et on dénit
Y = X2 × ∂C1(S
d−1) = X2 × S
d−1 ⊂ ∂X
alors
i) si d > 2 : alors pour α ∈ Bkµ(X), il y a β2 ∈ C
k−1











d−1)) = Hk−d+1µ1 (X1)
de même pour α ∈ Bkµ(X,Y ), il y a β2 ∈ C
k−1












d−1), Sd−1) = Hk−1µ1 (X1)
ii) Si d = 2 : alors pour α ∈ Bkµ(X), il y a β2 ∈ C
k−1




α = dβ1 + dβ2,
de même pour α ∈ Bkµ(X,Y ), il y a β2 ∈ C
k−1




α = dβ1 + dβ2,
de plus
Hkµ(X) = {0} et H
k
µ(X,Y ) = {0}
On ommene par démontrer le lemme suivant :




tel que pour si α ∈ L2(C1(Sd−1)), alors Bα ∈ W
1,2
loc et int ∂∂r
Bα = 0 sur
Sd−1 = ∂C1(S
d−1). De plus si α ∈ D(d) alors
α = h(α) + dBα+Bdα,
où h est un projeteur ontinu sur H•(C1(Sd−1)) = R ∗
dr
rd−1
. De la même










Bα = 0. si
α ∈ D(d, Sd−1) alors
α = h(α) + dBα+Bdα
où h est le projeteur orthogonal sur H•(C1(Sd−1), Sd−1) = R
dr
rd−1 .
ii) Si d = 2, alors il existe un opérateur ontinu Brel : L
2 → L2w2 vériant
les mêmes propriétés que si dessus et tel que si α ∈ D(d, Sd−1) alors
α = dBα+Bdα
Démonstration. On montre d'abord le premier as et on expliquera les aménage-










e−s∆absds : L2(ΛkT ∗(C1(S
d−1)))→ Dk−1(d) ∩Dk−1(d∗abs)
De plus, nous avons pour α ∈ D(C1(Sd−1))
α = Sα+ dBα+Bdα
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On peut alors omme dans [7℄ eetuer la moyenne de Sα suivant SO(d), on
obtient






est ontinue. Et Mα est une forme SO(d)−invariante elle est don de la forme :
Mα = u0 + u1dr + ud−1 ∗ dr + ud ∗ 1
où u0, u1, ud−1, ud sont des fontions C
∞
de arré sommables sur [1,∞[, de plus















Grâe à nos estimées (4.3), l'opérateur B3 : L






L'opérateur B = B1 +B2 +B3 onvient alors.
Dans le as relatif, la même preuve onvient à ondition de onsidérer l'opérateur







































On peut maintenant prouver la proposition :
Démonstration. On le fait d'abord dans le as où d > 2. Suivant S. Zuker (preuve




tel que si α ∈ Zkµ(X) alors
α = h¯(α) + dB¯α,
Où h¯(α) est une projetion de α sur les formes qui sont dans L2µ1(Λ
•T ∗X1) ⊗
H•(C1(Sd−1)). A proprement parlé, nous n'obtenons pour α ∈ Zkµ(X) diretement
que l'égalité
ρα = h¯(ρα) + dB¯(ρα) + B¯(dρ ∧ α)
pour toutes les fontions ρ qui ne dépendent que de la seonde variable et dont
le support est inlus un voisinage borné de X1 × (∂(C1(Sd−1))), on onlut alors
en hoisissant une suite judiieuse de telles fontions ('est le fait que w¯2 soit à
déroissante parabolique qui nous permet de trouver une telle suite).
On sait que H•(C1(S
d−1)) est de dimension un, l'hypothèse que l'image de d est












d−1)) alors on trouve
β1 ∈ Hµ1(X1)⊗ Cw2,µ2(X2) ⊂ Cw2,µ(X)
tel que h¯(α) = H(α) + dβ1, si alors on pose β2 = B¯α, on obtient bien le résultat
annoné.
La preuve pour le as où d ≥ 2 et onernant la ohomologie L2µ relative de X est
identique. Il reste à démontrer le résultat pour le as d = 2 et pour la ohomologie
L2µ absolue, et ela est une onséquene des propositions (4.6) et (4.14).

On peut évidement adapter ette preuve lorsqu'on onsidère d'autre poids sur
X = X1 ×X2, et une preuve identique montre que




est fermée. On onsidère X = X1 × C1(Sd−1) équipé de la métrique riemannienne
produit et de la mesure µ(x1, x2) = µ1(x1), et on pose w¯2(x1, x2) = |x2|−2 et
w2(x1, x2) = |x2|−2(1+log |x2|)−2 et on dénit Y = X2×∂C1(Sd−1) = X2×Sd−1 ⊂
∂X. Soit Z = ∅ ou Z = Y .
i) Lorsque pour d > 2, on onsidère sur X1 ×X2, le poids
µ(x1, x2) = µ1(x1)(1 + log |x2|)
−2,
alors pour α ∈ Bkµ(X,Z), il y a β2 ∈ C
k−1








µ1 (X1) et H
k
µ(X,Y ) = H
k−1
µ1 (X1).
ii) Lorsque pour d > 4, on onsidère sur X1 ×X2, le poids
µ(x1, x2) = µ1(x1)|x2|
−2(1 + log |x2|)
−2
ou
µ(x1, x2) = µ1(x1)|x2|
−2(1 + log |x2|)
−4
alors pour α ∈ Bkµ(X,Z), il y a β2 ∈ C
k−1








µ1 (X1) et H
k
µ(X,Y ) = H
k−1
µ1 (X1).
iii) Lorsque pour d ≤ 4, on onsidère sur X1 ×X2, le poids
µ(x1, x2) = µ1(x1)|x2|
−2(1 + log |x2|)
−2
ou
µ(x1, x2) = µ1(x1)|x2|
−2(1 + log |x2|)
−4
alors
Hkµ(X,Y ) = {0}
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Si de plus d 6= 4 alors pour α ∈ Bkµ(X,Z), il y a β2 ∈ C
k−1
w¯2,µ(X,Z) et
β1 ∈ Ck−1w1,µ(X,Z) tels que
α = dβ1 + dβ2.
Mais lorsque d = 4, alors pour α ∈ Bkµ(X,Z), il y a β2 ∈ C
k−1
w2,µ(X,Z) et
β1 ∈ Ck−1w1,µ(X,Z) telle que α = dβ1 + dβ2.
iv) Lorsque pour d > 2, on onsidère sur X1 ×X2, le poids
µ(x1, x2) = µ1(x1)|x2|
2(1 + log |x2|)
2
ou
µ(x1, x2) = µ1(x1)|x2|
2
alors pour α ∈ Bkµ(X,Y ), il y a β2 ∈ C
k−1




α = dβ1 + dβ2.
De plus
Hkµ(X,Y ) = H
k−1
µ1 (X1).
v) Lorsque pour d = 2, on onsidère sur X1 ×X2, le poids
µ(x1, x2) = µ1(x1)|x2|
2
alors pour α ∈ Bkµ(X,Y ), il y a β2 ∈ C
k−1




α = dβ1 + dβ2.
De plus
Hkµ(X,Y ) = H
k−1
µ1 (X1).
vi) Lorsque pour d = 2, on onsidère sur X1 ×X2, le poids
µ(x1, x2) = µ1(x1)|x2|
2(1 + log |x2|)
2
alors pour α ∈ Bkµ(X,Y ), il y a β2 ∈ C
k−1




α = dβ1 + dβ2.
De plus





5. La géométrie des variétés QALE.
Dans le livre [22℄, D. Joye onstruit non seulement de nouvelles variétés om-
pates à holonomie exeptionnelle, mais aussi il onstruit de nouveaux exemples de
variétés omplètes non ompates Kähler-Einstein à ourbure salaire nulle sur er-
taines résolutions de Cn/G. Nous intéressons ii aux espaes de formes harmoniques
L2 sur es variétés, puisque la dimension de es espaes est un invariant de quasi
isométrie, nous nous ontentons de dérire la géométrie de es variétés à quasi-
isométries près et au dehors d'un ompat. La onstrution part d'un sous-groupe
ni de G ⊂ SU(n) et d'une résolution loalement en produit π : X → Cn/G de la
variété singulière. Rappelons d'abord e qu'est une telle résolution :
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5.1. Résolution loalement en produit. On note V = Cn et I une indexation
des sous-espaes vetoriels de Cn qui sont xés par un sous groupe de G
{Vi, i ∈ I} = {V
H , H sous− groupe de G}.
On note aussi
Ai = C(Vi) = {g ∈ G, gv = v ∀v ∈ Vi},
N(Vi) = {g ∈ G, g(Vi) = Vi}, et Bi = N(Vi)/Ai.
On suppose que 0,∞ ∈ I et que V0 = V et V∞ = {0} = V G. On met sur I l'ordre
partiel suivant :
i ≤ j ⇔ Vi ⊃ Vj
Si on note Wi = V
⊥
i alors
i ≤ j ⇔Wi ⊂Wj .

















Ti = {x ∈ V/Ai, d(Aix, Si) ≤ R}.
Dénition 5.1. π : X → Cn/G est une résolution loalement produit si pour tout
i ∈ I, il y a une résolution πi : Yi → Wi/Ai (qui sera forément aussi loalement
en produit) de Wi/Ai telle que si on note
Ui = (πi × Id)
−1(Ti) ⊂ Yi × Vi
alors il y a un biholomorphisme loal ψi : (Yi × Vi) \ Ui −→ X qui rendent le
diagramme suivant ommutatif :







(Wi/Ai)× Vi \ Ti
φi
// V/G
où φi est l'appliation naturelle φi : (Wi/Ai)× Vi −→ V/G.
Le groupe G agit naturellement sur I, D. Joye montre alors que lorsque (X, π)
est une résolution loalement en produit de V/G alors il existe un biholomorphisme











On peut dérire e qui se passe en dimension n = 3. Soit donG ⊂ SU(3) un sous-
groupe ni, si g ∈ G\ {Id} alors on a forément dim ker(g− Id) ≤ 1. En partiulier,
si I = {0, 1, ...N,∞} alors on a Vi∩Vj = {0} si i 6= j et i, j ∈ {1, ...N}. Cei signie
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exatement que S5/G n'a que des singularités isolées. Notons S =
⋃N
i=1 Vi et S
ε
le
ε-voisinage de S. La topologie à l'inni de X est le produit d'une résolution de S5/G
ave une demi-droite. Cette résolution de S5/G peut être dérite topologiquement
de la façon suivante : notonsBi(ε) la boule de rayon ε dansWi et Yi(ε) = π
−1
i (Bi(ε))
Sur S5 \ Sε, l'ation de G est libre (pourvu que ε > 0 soit hoisi assez petit) et le
quotient est diéomorphe à Σ0 = (S
5 \ Sε)/G
Supposons que l'ation de G sur {1, ..., N} ait l orbites GV1, ..., GVl. Alors le















(∂Bi(ε)/Ai)× (Vi ∩ S
5))/Bi.
Pour i = 1, ..., l, nous notons
Σi = G.
(










Alors ette résolution de S5/G est diéomorphe à
Σ0#(∪i∈{1,...,l}Σi)
Ou on a reollé haque
(
∂Bi(ε)× (Vi ∩ S5))/Bi ave(
∂Yi(ε)× (Vi ∩ S
5))/Bi ⊂
(
Yi(ε)× (Vi ∩ S
5))/Bi.
5.2. Métrique Quasi-Asymptotiquement-Loalement-Eulidienne (QALE).
Une métrique Quasi-Asymptotiquement-Loalement-Eulidienne (QALE pour faire
ourt) asymptote à Cn/G sur une résolution loalement en produit π : X −→ Cn/G
est une métrique g sur X telle que dans le adre de la dénition préédente ψ∗i g
soit asymptote à la métrique produit gi ⊕ hi, où hi est une métrique QALE sur Yi
et hi la métrique eulidienne sur Vi.
La vitesse à laquelle ψ∗i g tend vers la métrique produit dépend des distanes à
Si et à l'origine. Puisque nous intéressons qu'à la lasse de quasi isométrie de es
variétés, nous ne retiendrons que ψ∗i g est la métrique produit gi ⊕ hi.
5.3. Cas des groupes G de longueur 2. Nous intéressons en fait à la lasse la
plus simple des variétés QALE (après elle où G agit sans point xe sur S2n−1, la
variété étant alors ALE).
Dénition 5.2. Soit G un sous groupe de SU(n), on appelle longueur de G,
L(Cn, G) = max{k, il y a i0 < i1... < ik, ij ∈ I}.
Ainsi la longueur de G vaut 1 si et seulement si S = {0} i.e. si et seulement si
G agit sans point xe sur S2n−1. Et la longueur de G vaut 2 si et seulement si les
singularités de S2n−1/G sont isolées ; par exemple lorsque G ⊂ SU(3) ou G ⊂ Sp(2),
on a forément L(C3, G) ≤ 2.
Lorsque la longueur de G vaut 1, une métrique ALE sur une résolution de
Cn/G est au dehors d'un ompat quasi isométrique à une métrique plate sur
(Cn \B(R))/G.
On peut aussi dérire la géométrie de variétés QALE asymptote à Cn/G lorsque
la longueur de G est 2 :
On numérote G.V1, ..., G.Vl, les diérentes orbites de I \ {0,∞} sous l'ation de
G. Le sous groupe Ai agit sans point xe sur Wi \ {0} et notons πi : Yi → Wi/Ai
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une résolution loalement en produit de Wi/Ai. Si y ∈ Yi on note |y| = ‖πi(y)‖ et
B la boule unité de Cn. Chaque Yi est don muni une métrique gi plate au dehors
d'un ompat. On équipe maintenant Yi × (Vi \ B) de la métrique produit et on
dénit
Ci = {(y, v) ∈ Yi × (Vi \ B), |y| ≤ 2ε|v|}
Lorsque g ∈ G on a don une appliation g : Ci → Cg.i, notons Ei le quotient





B ∪ {v ∈ Cn, ∃i d(v, Vi) < εd(v,Wi) }
))
/G
Si on note Sεi = {v ∈ C







i ))/G. Pour ε assez petit les S
2ε
i sont deux à deux disjoints et à quasi
isométrie près nous identions :
X \ π−1(B) = ∪li=0Ei
où
Ei ∩ Ej = ∅, lorsque i 6= j et i, j 6= 0






6. L2 ohomologie des variétés QALE de rang 2.
Nous allons maintenant déterminer la ohomologie L2 des variétés QALE asymp-
totes à Cn/G où G ⊂ SU(n) est tel que le quotient S2n−1/G n'a que des singularités
isolées. Soit X une telle variété, rappelons qu'au dehors d'un ompat K ⊂ X ,
O = X \K est la réunion de E0, E1, ..., El. Où pour ε > 0 assez petit :
E0 est un bout de ne sur (S
2n−1 \ Sε)/G ave
S = {v ∈ S2n−1, ∃g ∈ G \ {Id}, gv = v}
et
Sε = {v ∈ S2n−1, d(v, S) < ε}.
L'ensemble S est en fait une réunion de sous espae vetoriel de Cn ne s'inter-
setant qu'en {0} et G agit sur ette famille de sous-espaes vetoriels. On suppose
S = ∪li=1G.Vi
ave
G.Vi ∩G.Vj = {0} si i 6= j.
Notons Wi = V
⊥
i , Ai = {g ∈ G, ∀v ∈ Vi, gv = v}, N(Vi) = {g ∈ G, g(Vi) = Vi}
et Bi = N(Vi)/Ai. Soit πi : Yi → Wi/Ai une résolution de Wi/Ai équipée d'une
métrique ALE asymptote à Wi/Ai alors on suppose que Bi agit sur Yi × Vi et
Ei = Êi/Bi où
Êi = {(y, v) ∈ Yi × Vi, ε < |v|, |πi(y)| < 2ε|v|}.
alors Ei∩E0 est quasi isométrique à un bout de ne sur (SWi/Ai × SVi×]ε, 2ε[)/Bi
où on note SV = S
2n−1 ∩ V la sphère unité d'un sous espae vetoriel V ⊂ Cn.
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6.1. La ohomologie de X \ K. On ommene par aluler la ohomologie de
O = X \ K. On sait que O se rétrate sur ∂K et que ∂K = ∪li=0Σi où Σ0 =
(S2n−1 \ Sε)/G et Σi = {(y, v) ∈ Yi × SVi , |y| < 2ε}/Bi. Compte tenu du fait que
la ohomologie de la sphère S2n−1 est nulle en degré k 6= 0, 2n − 1, on a pour les
degrés k ∈]0, 2n− 2[ :
(6.1) Hk(Σ0)⊕H
k(S)G ≃ Hk(∂Σ0).
Et ompte tenu du fait que H2n−2(S) = {0}, nous obtenons aussi :
(6.2) {0} → H2n−2(Σ0)→ H
2n−2(∂Σ0) ≃ R
l → H2n−1(S2n−1)G ≃ R→ {0}.
où si un groupe G agit linéairement sur un espae vetoriel H on a noté HG, le sous






















En partiulier, l'appliation Hk(Σi) → Hk(SVi) est surjetive. Ave (6.1), on en
































































Proposition 6.1. Pour k 6∈ {0, 2n− 1}









6.2. Cohomologie L2 de O. Nous onsidérons sur O les poids w¯(x) = |x|−2 et






et que E0, E0∩Ei sont des bouts de nes on sait que l'image de d y est presque fer-
mée en tout degré et par rapport au poids w, de plus on onnaît leurs ohomologies
L2. On doit don maintenant aluler la ohomologie L2 de Ei.




Êi est une partie de Yi × (Vi \ B) (on note B la boule unité de Cn). Sur Êi, w¯
est omparable w¯′(y, v) = ‖v‖−2 et w à w′(y, v) = ‖v‖−2(1 + | log ‖v‖)−2. Notons
également w¯1(y, v) = |y|−2.
Nous ommençons par remarquer que (4.15) :





De plus si Y εi = {y ∈ Yi, |y| < ε} alors puisque l'appliation H
p(Yi) → Hp(Y εi ) =
Hp(Y εi ) est injetive (f. 4.13), il en est de même de l'appliation
Hk
(
Yi × (Vi \ B)
)
→ Hk (Y εi × (Vi \ B)) .
Ainsi puisque Y εi × (Vi \ B) ⊂ Êi ⊂ Yi × (Vi \ B), l'appliation de restrition :
ι∗
Êi
: Hk(Yi × (Vi \ B))→ H
k(Êi)
est aussi injetive.
On suppose maintenant que k < n. Soit α ∈ Bk(Êi). Posons
Ωi = C1(]ε/2, 2ε[×S
2mi−1 × S2ni−1) ⊂ Êi






il y a don ψ ∈ Ck−1w¯,1 (Ωi) tel que
ι∗Ωiα = dψ




En partiulier, l'extension par zéro de α− dψ¯ à Yi × (Vi \ B) est fermée :
α− dψ¯ ∈ Zk(Yi × (Vi \ B))
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Mais l'image de la lasse de ohomologie L2 de ette forme par ι∗
Êi
est la lasse de
ohomologie de α ∈ Bk(Êi), puisque ette appliation est injetive, la proposition
(4.15) nous permet de trouver u ∈ Ck−1w¯1,1(Yi × (Vi \ B)) et v ∈ C
k−1
w′,1(Yi × (Vi \ B))
tels que
α− dψ¯ = du+ dv
Compte tenu du fait que sur Êi : w¯1 ≥ Cw′ et que w′ et omparable à w, alors
φ = ψ¯ + ι∗
Êi
(u+ v) ∈ Ck−1w,1 (Êi) et α = dφ.
Si nous partons d'un α ∈ Zk(Êi) alors puisque Zk(Ωi) = Bk(Ωi) lorsque k < n,
alors nous obtenons qu'en fait l'appliation :
ι∗
Êi
: Hk(Yi × (Vi \ B))→ H
k(Êi)
est un isomorphisme. Remarquons également que puisque l'appliation d'extension
par zéro
Hpc (Yi) ≃ H




est surjetive (f. 4.13), il en est de même de l'appliation :
Hk(Y εi × (Vi \ B), ∂Y
ε
i × (Vi \ B))→ H
k(Êi).
Nous avons don démontré :
Proposition 6.2. Si k < n, alors dCk−1w,1 (Êi) = B
k(Êi) = de plus
Hk(Êi) ≃ ⊕p+q=kH
p(Yi)⊗H
q(Vi \ B) =
{
Hk−2ni+1(Yi) si ni > 1
{0} si ni = 1.
Et l'appliation d'extension par zéro
Hk(Y εi × (Vi \ B), ∂Y
ε
i × (Vi \ B))→ H
k(Êi)
est surjetive.
En onsidérant la ohomologie relative à Yi× S2ni−1, nous obtenons également :
Proposition 6.3. Si k > n, alors dCk−1w,1 (Êi, Yi×S








Hk−1(Yi) si ni > 1
{0} si ni = 1
Et l'appliation d'extension par zéro
Hk(Y εi × (Vi \ B), ∂Y
ε
i × (Vi \ B) ∪ Yi × S
2ni−1)→ Hk(Êi, Yi × S
2ni−1))
est surjetive.
Il reste maintenant à déterminer la ohomologie L2 de Êi en degré n. Le rane-
ment présenté en (4.10) montre que ette même preuve est valide lorsque bn−1(S
2mi−1×
S2ni−1) = 0, 'est à dire lorsque ni 6= mi. Et même mieux si de plus ni > 1 alors,
on trouve que dCn−1w¯,1 (Êi, Yi × S
2ni−1) = Bn(Êi, Yi × S2ni−1).
Supposons don que ni = mi = n/2. Alors nous avons forément ni ≥ 2. Notons :
ρ = (log(‖v‖ + 1)−2. On reprend nos arguments si α ∈ Zn(Êi, Yi × S2ni−1), alors




Maintenant grâe à (3.16), nous savons qu'il existe ψ¯ ∈ Cn−1w′,ρ(Êi, Yi × S
2ni−1) tel
que ι∗Ωi ψ¯ = ψ. En partiulier, l'extension par zéro de α − dψ¯ à Yi × (Vi \ B)est
fermée :
α− dψ¯ ∈ Znρ (Yi × (Vi \ B, Yi × S
2ni−1).




: Hnρ(Yi × (Vi \ B), Yi × S
2ni−1)→ Hnρ(Êi, Yi × S
2ni−1)
est injetive. Et puisque ni > 1, d'après (4.17), l'appliation naturelle :
Hn(Yi × (Vi \ B), Yi × S
2ni−1)→ Hnρ(Yi × (Vi \ B), Yi × S
2ni−1)
est un isomorphisme.




de ohomologie de α ∈ Zkρ (Êi), la proposition (4.17) nous permet de trouver u ∈
Ck−1w¯1,ρ(Yi× (Vi \B), Yi×S
2ni−1), v ∈ Ck−1w¯,ρ (Yi× (Vi \B), Yi×S
2ni−1) et h ∈ Hn(Yi×
(Vi \ B), Yi × S2ni−1) tels que
α− dψ¯ = h+ du+ dv
Si on pose φ = ψ + ι∗
Êi
(u + v) alors α = ι∗
Êi
h + dφ et φ ∈ L2w(Λ
n−1T ∗(Ei)). Nous
avons ainsi montrer que la proposition (6.3) est enore valide pour k = n.
En revenant à Ei, nous obtenons








Bi si ni > 1
{0} si ni = 1
Et l'appliation d'extension par zéro
Hk((Y εi × (Vi \ B))/Bi, (∂Y
ε
i × (Vi \ B))/Bi)→ H
k(Ei)
est surjetive.
ii) Si k ≥ n, alors dCk−1w,1 (Ei, ∂O) = B
k(Ei, ∂O) de plus






Bi si ni > 1
{0} si ni = 1
Et l'appliation d'extension par zéro
Hk((Y εi × (Vi \ B))/Bi, ∂O ∪ (∂Y
ε
i × (Vi \ B))/Bi)→ H
k(Ei)
est surjetive.
6.2.2. Cohomologie L2 de O. Nous pouvons maintenant déterminer la ohomologie
L2 de O. Nous ommençons en degré k < n. Remarquons que puisque
(Y εi × (Vi \ B))/Bi ⊂ O
et que
Hk((Y εi × (Vi \ B))/Bi, (∂Y
ε
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est surjetive. Nous allons montrer que ette appliation est injetive : soit don










On trouve don pour haque i ≥ 0, ψi ∈ C
k−1
w,1 (Ei) tel que
ι∗Eiα = dψi







w (Ei ∩ E0).
Mais Ei ∩ E0 est un bout de ne et k − 1 < n− 1, don d'après (4.9) nous avons
Zk−1w (Ei ∩ E0) = B
k−1
w (Ei ∩ E0) = dC
k−2
w¯,w (Ei ∩ E0)
Alors grâe à (3.16), nous trouvons ui ∈ C
k−2
w¯,w (Ei) tel que
d(ι∗Ei∩E0ui) = ηi.
La forme ψ dénie sur O par ι∗E0ψ = ψ0 et ι
∗
Ei
ψ = ψi − dui est bien un élément de
Ck−1w,1 (Ei) et
dψ = α.
Puisque w est à déroissane parabolique, nous avons montré que α ∈ Bk(O) et
aussi que l'image de d est presque fermée sur O en degré k < n par rapport au
poids w.
Évidemment une preuve identique permet de onlure en degré k > n et pour la
ohomologie L2 de O relative à ∂O.
Nous traitons maintenant le as de degré k = n pour la ohomologie L2 relative :
Il nous faut don démontrer que si α ∈ Zn(O, ∂O) est tel que
∀i ≥ 1, ι∗Eiα ∈ B
k(Ei, ∂O)
alors
α ∈ dCn−1w,1 (O, ∂O).
Remarquons que si pour tout i ≥ 1, nous avons bn−2(Ei ∩ E0) = 0 (par exemple
si n est pair) alors la preuve préédente est valide. Nous supposons don que n est
impair. Alors on remarque que bn−1(Σ0) = 0 et que pour tout i ≥ 1, bn−1(S2mi−1×
S2ni−1) = 0. Ainsi grâe à (4.10), nous pouvons trouver ψ0 ∈ C
n−1
w¯,1 (E0, ∂O) telle
que
ι∗E0α = dψ0.
Nous savons également qu'il existe ψi ∈ C
n−1
w,1 (Ei, ∂O) tel que
ι∗Eiα = dψi







w (Ei ∩E0, ∂O).
(1) Si bn−2(Ei ∩ E0) = 0, alors omme préédemment nous trouvons ui ∈
Ck−2w¯,w (Ei, ∂O) tel que
d(ι∗Ei∩E0ui) = ηi.
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(2) Si maintenant bn−2(Ei∩E0) 6= 0mais que ni > 1, alors la preuve préédente
montre que nous pouvons en fait supposer que ψi ∈ C
n−1




w¯ (Ei ∩E0, ∂O) = B
n−1
w¯ (Ei ∩ E0, ∂O) = dC
n−2
w,w¯ (Ei ∩E0, ∂O)
On trouve don ui ∈ Cn−2w,w (Ei, ∂O) tel que
d(ι∗Ei∩E0ui) = ηi.
(3) Il reste le as où ni = 1 et bn−2(Ei ∩ E0) 6= 0 'est à dire le as où n = 3.
Dans e as grâe au ranement proposé en (4.10,ii) nous trouvons u ∈
C1w¯,w(Ei ∩ E0, ∂O) et
v = f(|x|)σ ∈ C1w,w(Ei ∩E0, ∂O)
où σ est le tiré en arrière de la forme "volume" de S1 sur
Ei ∩ E0 =≃ C1(]ε/2, 2ε[×S
3 × S1)/Bi
tel que η = du + dv Nous pouvons évidemment trouver u¯ ∈ C1w¯,w(Ei, ∂O)
tel que ι∗Ei∩E0 u¯ = u et On peut aisément étendre v à Ei grâe à
(6.4) v¯ = f(s(x))σ
où on dénit d'abord s sur Êi par
s(y, v) =
{ √
|y|2 + ‖v‖2 si |y| ≥ ε2‖v‖√
1 + (ε/2)2‖v‖ si |y| ≤ ε2‖v‖
,
et fontion est lairement Bi invariante et v¯ est bien dénie et il est lair
que v¯ ∈ C1w,w(Ei, ∂O). On pose alors ui = u¯ + v¯ ∈ C
1
w,w(Ei, ∂O) et nous
avons également
d(ι∗Ei∩E0ui) = ηi.
La forme ψ dénie sur O par ι∗E0ψ = ψ0 et ι
∗
Ei
ψ = ψi − dui est bien un élément de
Ck−1w,1 (Ei, ∂O) et
dψ = α.
Nous avons don démontré que :
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6.3. Cohomologie L2w de O. Les mêmes arguments que préédemment nous per-
mettent de démontrer que

















ii) Si k > n, alors Bk−1w (O,O) = dC
k−2
w,w (O,O) et










Comme préédemment le point déliat est le as de degré k − 1 = n − 1. Nous
reprenons nos arguments en ommençant par aluler la ohomologie L2w de Êi en
degré n− 1, elui i se traite de façon similaire au as de la ohomologie L2 :
(1) Si bn−2(S
2mi−1 × S2ni−1) = 0, alors nous montrons omme préédemment
que
Bn−1w (Êi, Yi × S
2ni−1) = dCn−2w,w (Êi, Yi × S
2ni−1);
et que
Hn−1w (Êi, Yi × S
2ni−1) = Hn−1w (Yi × (C
ni \ B), Yi × S
2ni−1)
ave de plus si ni 6= 2 :
Bn−1w (Êi, Yi × S
2ni−1) = dCn−2w¯,w (Êi, Yi × S
2ni−1)
(2) Supposons maintenant que bn−2(S
2mi−1 × S2ni−1) 6= 0, 'est à dire que
|ni −mi| = 1, alors nous avons deux as :




alors le ranement présenté en (4.10) nous permet de trouver : u ∈
Cn−2w¯,w (Ωi, Yi × S
2ni−1) et v ∈ Cn−2w,w (Ωi, Yi × S
2ni−1) tels que v = f(r)σ,
σ étant le tiré en arrière de la forme volume de S2ni−1 par la projetion
sur le dernier fateur de Ωi = C1(C1(]ε/2, 2ε[×S
2mi−1 × S2ni−1) et
ι∗Ωiα = du + dv
On peut alors omme (6.4) étendre u, v en v¯, u¯ ∈ Cn−2w,w (Ωi, Yi×S
2ni−1)
et en posant ψ¯ = u¯+ v¯, les arguments préédents mènent de la même
façon au résultat voulu : l'extension par zéro de α− dψ¯ à Yi × (Vi \B)
est fermée :
α− dψ¯ ∈ Zn−1w′ (Yi × (Vi \ B), Yi × S
2ni−1)
Mais l'image de la lasse de ohomologie L2w′ de ette forme par ι
∗
Êi
est la lasse de ohomologie de α ∈ Bn−1w′ (Êi, Yi × S
2ni−1), puisque
omme préédemment ette appliation est injetive, la proposition
(4.17) nous permet de trouver f ∈ Cn−2w¯1,w′(Yi × (Vi \B), Yi × S
2ni−1) et
g ∈ Cn−2w′,w′(Yi × (Vi \ B), Yi × S
2ni−1) tels que
α− dψ¯ = df + dg
Compte tenu du fait que sur Êi : w¯1 ≥ Cw′ et que w′ et omparable
à w, alors
ψ = ψ¯ + ι∗
Êi




Cn−2w,w (Êi, Yi × S
2ni−1) = Bn−1w (Êi, Yi × S
2ni−1)





i × (Vi \ B), Yi × S
2ni−1)→ Hn−1w′ (Êi, Yi × S
2ni−1)
est un isomorphisme et l'appliation d'extension par zéro
Hn−1w′ (Y
ε
i × (Vi \ B), ∂(Y
ε
i × (Vi \ B)) ∪ Yi × S
2ni−1)→ Hn−1w′ (Êi, Yi × S
2ni−1)
est également surjetive.
ii) Supposons maintenant que 2mi − 1 = n − 2, remarquons qu'alors
mi = (n− 1)/2 et ni = mi+1 puisque mi ≥ 2, ainsi ni ≥ 3. Soit don
α ∈ Zn−1w′ (Êi, Yi × S
2ni−1), alors nous trouvons omme préédemment
ψ ∈ Cn−2w′,w′(Ωi, Yi × S
2ni−1) tel que
ι∗Ωiα = dψ
Maintenant grâe à (3.16), nous savons qu'il existe ψ¯ ∈ Cn−1w′,ρw′(Êi, Yi×
S2ni−1) tel que ι∗Ωi ψ¯ = ψ. En partiulier, l'extension à Yi× (Vi \B) par
zéro de α− dψ¯ est fermée :
α− dψ¯ ∈ Zn−1ρw′ (Yi × (Vi \ B, Yi × S
2ni−1)).




: Hn−1ρw′ (Yi × (Vi \ B), Yi × S
2ni−1)→ Hn−1ρw′ (Êi, Yi × S
2ni−1)
est injetive. Et également d'après (4.17), l'appliation naturelle :
Hn−1w′ (Yi × (Vi \ B), Yi × S
2ni−1)→ Hn−1ρw′ (Yi × (Vi \ B), Yi × S
2ni−1)
est un isomorphisme




la lasse de ohomologie de α ∈ Zn−1ρw′ (Êi, Yi × S
2ni−1), la proposition
(4.17) nous permet de trouver u ∈ Cn−2w¯1,ρw′(Yi×(Vi\B), Yi×S
2ni−1), v ∈
Cn−2w¯′,ρw′(Yi×(Vi \B), Yi×S
2ni−1) et h ∈ Hn−1w′ (Yi×(Vi \B), Yi×S
2ni−1)
tels que
α− dψ¯ = h+ du+ dv
Si on pose φ = ψ+ι∗
Êi
(u+v) alors α = ι∗
Êi
h+dφ et φ ∈ L2(w′)2(Λ
n−2T ∗(Ei)).
Nous avons don obtenu le même résultat qu'en (i).
En revenant àEi = Êi/Bi, nous avons démontré que dCn−2w,w (Ei, ∂O) = B
n−1
w (Ei, ∂O)
même mieux si |ni −mi| 6= 1 et ni 6= 2 alors












Bi si ni > 2
{0} si ni ≤ 2
Et l'appliation d'extension par zéro
Hn−1w ((Y
ε
i × (Vi \ B))/Bi, ∂O ∪ (∂Y
ε
i × (Vi \ B))/Bi)→ H
n−1
w (Ei)
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est surjetive.
On peut maintenant aluler la ohomologie L2w de O relative à ∂O en degré






Il nous faut don démontrer que si α ∈ Zn−1w (O, ∂O) est tel que




α ∈ dCn−2w,w (O, ∂O).
Premier as: supposons que n est impair et n > 3, nous pouvons trouver
ψ0 ∈ Cn−2w,w (E0, ∂O) telle que
ι∗E0α = dψ0.
Nous savons également qu'il existe ψi ∈ Cn−2w,w (Ei, ∂O) tel que
ι∗Eiα = dψi.







w2 (Ei ∩E0, ∂O).
mais puisqu'alors nous avons bn−3(S
2mi−1 × S2ni−1) = 0, la proposition
(4.10), nous permet de trouver ui ∈ C
n−3
w¯,w2(Ei ∩ E0, ∂O) tel que ηi = dui,
on peut grâe à 3.16 étendre ui en u¯i ∈ C
n−3
w¯,w2(Ei, ∂O) et alors la forme ψ
dénie sur O par ι∗E0ψ = ψ0 et ι
∗
Ei
ψ = ψi − du¯i est bien un élément de
Cn−2w,w (O, ∂O) et
dψ = α.
Deuxième as: si n = 3, alors nous n'avons lairement pas bn−3(S
3×S1) = 0.
Cependant grâe à (4.10), nous pouvons en fait trouver pour haque i > 0,
fi ∈ C0w¯,w2(Ei ∩E0, ∂O) et gi ∈ C
0
w,w2(Ei ∩E0, ∂O) une fontion radiale tel
que
ηi = dfi + dgi,
on étend alors aisément es fontions à Ei pour obtenir de même une fon-
tion u¯i ∈ C0w,w2(Ei, ∂O) tel que
ι∗Ei∩E0du¯i = ηi,
Cei permet alors de onlure omme préédemment.
Troisième as: supposons que n est pair alors nous avons forément pour
tout i : |ni − mi| 6= 1 et également bn−2(Σ0) = 0, alors nous pouvons en
fait trouver ψ0 ∈ C
n−2
w¯,w (E0, ∂O) tel que
ι∗E0α = dψ0.
Nous savons également qu'il existe ψi ∈ Cn−2w,w (Ei, ∂O) tel que
ι∗Eiα = dψi.







w2 (Ei ∩E0, ∂O).
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(1) Si bn−3(Ei ∩E0) = 0, alors omme préédemment nous trouvons u¯i ∈
Cn−3w¯,w2(Ei, ∂O) tel que
d(ι∗Ei∩E0 u¯i) = ηi.
(2) Si maintenant bn−3(Ei∩E0) 6= 0 et n−3 = 2ni−1 alors grâe à (4.10) et





(3) Il reste le as où bn−3(Ei ∩ E0) 6= 0 mais que 2mi − 1 = n − 3 et
2ni−1 = n+1, remarquons que puisque mi ≥ 2, nous avons forément
n ≥ 6 et ni ≥ 4 > 2 en partiulier, nous pouvions en fait hoisir
ψi ∈ C
n−2
w¯,w (Ei, ∂O) et alors ηi ∈ Z
n−2
w¯w (Ei ∩ E0, ∂O) et on trouve alors
ui ∈ C
n−2
w,w¯w(Ei∩E0, ∂O) tel que dui = ηi, ette forme peut être étendue
en u¯i ∈ C
n−2
w,ww(Ei, ∂O).
La forme ψ dénie sur O par ι∗E0ψ = ψ0 et ι
∗
Ei
ψ = ψi − du¯i est bien un
élément de Cn−2w,w (O, ∂O) et
dψ = α.
Nous avons don obtenu :























de d : Ck−1w,1 (O) → L
2(ΛkT ∗O) sont fermées et l'espae Hk−1w (O) est de dimension
nie, grâe au théorème (3.15), il en est de même sur toute variété isométrique
à O au dehors d'un ompat ; par exemple pour les degrés k < n, les images de
d : Ck−1w,1 (O, ∂O) → L
2(ΛkT ∗O) et de d : Ck−1w,1 (X) → L
2(ΛkT ∗X) sont fermées.
Grâe à la version relative du même théorème, on peut armer que pour k ≥ n,
les images de d : Ck−1w,1 (O) → L
2(ΛkT ∗O) et de d : Ck−1w,1 (X) → L
2(ΛkT ∗X) sont
fermées.
Nous devons également onnaître la L21/w ohomologie de O relative à ∂O en
degré (k + 1) pour k ≥ n. Lorsque k > n, nous obtenons de la même façon que
dCkw,1/w(O, ∂O) = B
k+1
1/w (O, ∂O) et









Conernant le degré k = n+1, nous pouvons reprendre les arguments préédents
mais nous ne pouvons onlure que lorsque n 6= 3. En eet, es arguments ne
permettent pas dans e as de déterminer la L21/w ohomologie de Êi relative à
Yi×(Vi\B). Nous ne pouvons en eet onlure que lorsque bn(S2mi−1×S2ni−1) = 0,
ou lorsque bn(S
2mi−1 × S2ni−1) 6= 0 mais que ni > 1 ou enore lorsque ni = 1 mais
Hn(S2mi−1×S2ni−1) ≃ Hn(S2ni−1) ; mais nous ne pouvons onlure dans le dernier
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as où bn(S
2mi−1×S2ni−1) 6= 0, ni = 1 et n = 2mi−1, e qui se produit exatement
lorsque n = 3. Nous obtenons ainsi :
Proposition 6.7. Si k ≥ maxn, 4,alors dCkw,1/w(O, ∂O) = B
k+1
1/w (O, ∂O) et









Nous pouvons maintenant déterminer la ohomologie L2 de O en degré k ≥
max{n, 4} . En eet, on dispose maintenant de la suite exate :
Hk−1(∂O) −→ Hk(O, ∂O) −→ Hk(O) −→ Hk(∂O) −→ Hk+11/w (O, ∂O).
Nos aluls de la ohomologie de ∂K (6.1) et de la ohomologie L2 relative de

































Pour k = 2n− 1, nous avons alors H2n1/w(O, ∂O) = {0} et don
H2n−1(O) ≃ H2n−1(O) ≃ R.
Remarquons que nous pouvons également déterminer la ohomologie L2 de O
en degré n = 3, ar nous avons
H3(O, ∂O) = {0}
et grâe à la dualité induite par l'opérateur de Hodge nous obtenons également





On peut de même déterminer la ohomologie L2w de O pour les degrés k− 1 ≥ n
grâe à la suite exate :
Hk−2(∂O) −→ Hk−1w (O, ∂O) −→ H
k−1
w (O) −→ H
k−1(∂O) −→ Hk(O, ∂O).
Comme préédemment la première èhe de ette suite est surjetive et grâe à










Nous avons don obtenu :
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Et en degré (2n− 1) :
H2n−1(O) ≃ H2n−1(O) ≃ R.




















6.4. Cas des résolutions répantes.
6.4.1. Cas général. Supposons que X
π
−→ Cn/G soit une résolution répante. Nous
pouvons dans e as donner une desription expliite de la ohomologie L2 de X .
En eet, on onnaît la ohomologie de X en fontion des lasses de onjugaison
de G : si g ∈ G on note age(g) = θ1 + θ2 + ... + θn où les valeurs propres de
g sont (ei2πθ1 , ei2πθ2 , ..., ei2πθn) ave θi ∈ [0, 1[, puisque det g = 1 on a forément
age(g) ∈ N ∩ [0, n[, il est aussi lair que age(g) ne dépend que de la lasse de la
onjugaison de g [g] ∈ C(G). Les résultats de Y. Ito et M. Reid (n = 3) et V.
Batyrev et indépendamment J. Denef et F. Loeser sont les suivants ([20, 2, 13℄) :
la ohomologie de X est nulle en degré impair et en degré pair
dimH2k(X) = card{[g] ∈ C(G), age(g) = k}.
Notre résultat est le suivant :
Théorème 6.9. Soit G ⊂ SU(n) un sous groupe ni, on suppose que S2n−1/G le
quotient de la sphère par G soit à singularités isolées. Si X
π
−→ Cn/G une résolution



















Si k est pair : alors puisque les Yi sont des résolutions répantes de Wi/Ai, elles
n'ont de ohomologie qu'en degré pair ainsi d'après (??) et (4.13) on a forément












Or lorsque l > 0, Hl(Yi) = H
l(Yi), on obtient don l'isomorphisme :
Hk−1w (O) ≃ H
k−1(∂K).
La suite exate (6.7) se réduit à :
{0} → Hk(X)→ Hk(K)→ Hk(∂K),
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Don Hk(X) est isomorphe au noyau de Hk(K) → Hk(∂K) qui est exatement
l'image de Hk(K, ∂K)→ Hk(K). Puisque X se rétrate sur K, on a bien démontré
le résultat.
Si k est impair : dans e as on sait Hk(K) = {0} et Hk(K, ∂K) = {0} don
Hk−1(K)→ Hk−1(∂K)→ {0} .
De la suite exate (6.7), il ne reste que













sauf pour k = 2n− 1 où H2n−1(O) ≃ H2n−1(∂K). La dernière èhe de ette suite
est don injetive ; la ohomologie L2 de X est don nulle. 
On peut étudier maintenant étudier deux as partiuliers :
6.4.2. le as partiulier où G ⊂ SU(3). On suppose ii que G est un sous groupe ni
de SU(3), alors C3/G admet toujours des résolutions répantes et soit X
π
−→ C3/G
l'une d'entre elles. Lorsque g ∈ G, on a forément
dimker(g − Id) ∈ {0, 1, 3}
et don le lieu singulier de S5/G est une réunion disjointes de erles. En partiulier,
si K = π−1(B) et O = X \ K alors pour k ≤ 3 : Hk(O) = {0} et pour k ≥ 3
Hk(O, ∂O) = {0}. Puisque dCk−1w,1 (O) = Z
k(O) pour k ≤ 3, on en déduit failement
que l'appliation naturelle Hkc (X) → H
k(X) est surjetive pour k ≤ 3. Puisque O
est onnexe et queH1(O) = {0}, le lemme (2.1) de [10℄ montre que ette appliation
est aussi injetive pour k ≤ 2. De plus, puisque pour k ≥ 3, Hk(O, ∂O) = {0}, le
lemme (2.2) de [10℄) implique que l'appliation Hk(X)→ Hk(X) est injetive pour
k ≥ 3 ; on en déduit immédiatement :
Théorème 6.10. Soit G ⊂ SU(3) un sous-groupe ni et π : X −→ C3/G une
résolution répante, on équipe X d'une métrique QALE alors
Hk(X) =

{0} si k 6= 2, 4
H2c (X) ≃ Im(H
2
c (X)→ H
2(X)) si k = 2
H4(X) ≃ Im(H4c (X)→ H
4(X)) si k = 4
.




Hkc (M) si k ≤ 2
Im(H3c (M)→ H
3(M)) si k = 3
Hk(M) si k ≥ 4
.




(−1)l dimHl(X) = 2 dimH4(X) = 2 card{[g] ∈ C(G), age(g) = 2}.
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Mais on a toujours
age(g) + age(g−1) = 3− dimker(g − Id),
ainsi
ker(g − Id) 6= {0} ⇔ age(g) = age(g−1) = 1
et
ker(g − Id) = {0} ⇔ {age(g), age(g−1)} = {1, 2}.
On a don montré le résultat suivant
Corollaire 6.11.
χL2(X) = dimH
2(X) + dimH4(X) = card{[g] ∈ C(G), ker(g − Id) = {0}}.
Considérons l'exemple 9.3.5 du livre de D. Joye : G ≃ Z4 est le groupe engrendé
par (z1, z2, z3) 7→ (−z1, iz2, iz3). Si X est la résolution répante de C3/G équipée
d'une métrique QALE alors :
dimH2(X) = dimH4(X) = 1
Si on onsidère l'exemple 9.3.6 de e même livre : G = Z22 est le sous groupe de
SU(3) formé par les matries diagonales à entrée ±1· Dans e as tous les éléments
de G xe au moins une droite de C3 et don les résolutions répantes de C3/G ne
portent pas de formes harmoniques L2.
6.4.3. le as partiulier où G ⊂ Sp(2). Soit don G un sous groupe ni de Sp(2) et
X
π
−→ Cn/G une résolution répante5. Mais la dimension du noyau d'un élément
de G est 0, 2 ou 4. Puisque que les variétés ALE hyperkählerienne de dimension
omplexe 2 ne portent des formes harmoniques L2 qu'en degré 2 et qu'en e degré
la ohomologie L2 est la ohomologie ordinaire, on obtient que pour
k 6= 5, 7 Hk(O) = Hkw(O) = {0} et H





Pour la ohomologie ordinaire de O on sait que : Hk(O) = {0} pour k = 3, 4, 6, 8




Bi ≃ H5(O) et aussi H7(O) ≃ H7(O). Grâe à
nos suites exates de Mayer-Vietoris, on obtient alors failement : Hk(X) = Hk(X)
dès que k ≥ 4. En fait ette analyse est valide pour toute variété isométrique au
dehors d'un ompat ave X , on obtient don :
Théorème 6.12. Soit G ⊂ Sp(2) un sous-groupe ni et π : X −→ C4/G une
résolution répante, on équipe X d'une métrique QALE alors
Hk(X) =

{0} si k 6= 2, 4, 6
H2c (X) ≃ Im(H
2
c (X)→ H
2(X)) si k = 2
H4(X) ≃ H4c (X) ≃ H
4(X) si k = 4
H6(X) ≃ Im(H6c (X)→ H
6(X)) si k = 6
.




Hkc (M) si k ≤ 4
Hk(M) si k ≥ 4
.
5
Cela n'existe pas forément.
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Remarquons que si une résolution répante de C4/G n'existe pas toujours, il
existe toujours une résolution répante de (C4 \ B)/G.
Revenons maintenant au as d'une résolution répante de C4/G. Lorsque g ∈
Sp(2) on a de même :
age(g) + age(g−1) = 4− dimker(g − Id).
En onséquene on a aussi
dimker(g − Id) = 2⇔ age(g) = age(g−1) = 1.
Et puisque dimH2(X) = dimH6(X) = card{[g] ∈ C(D), age(g) = 3} et dimH4(X) =
dimH4(X) = card{[g] ∈ C(D), age(g) = 2}, on obtient enore :
Corollaire 6.13.
χL2(X) = dimH
2(X) + dimH4(X) + dimH6(X)
= card{[g] ∈ C(G), ker(g − Id) = {0}}.
Étudions maintenant les exemples du livre de D. Joye : le premier (exemple
9.3.9) est le shéma de Hilbert de 3 points sur C2. Dans e as G est le groupe S3
des permutations de {1, 2, 3} agissant sur {(x, y, z) ∈ (C2)3, x + y + z = 0} ≃ C4.
Ce shéma de Hilbert de 3 points sur C2 peut être muni d'une métrique hyperkäh-
lerienne QALE et alors la variété obtenue ne porte de formes harmoniques L2 qu'en
degré 4 où et espae est de dimension 1.
Le deuxième exemple est en fait le shéma de Hilbert de 2 points sur une surfae
hyperkählerienne ALE, le groupe G en question est le produit semi-diret de Z2
ave le produit H ×H où H est un sous-groupe ni de SU(2) = Sp(1). Dans e as
si Y est la résolution répante de C2/H , e Shéma de Hilbert Hilb2(Y ) ne porte
de formes harmoniques L2 qu'en degré 4 et
dimH4(Hilb2(Y )) =
b2(Y )(b2(Y ) + 1)
2
.
6.5. Le as général. Nous allons maintenant donner une interprétation topologique
des espaes de formes harmoniques L2 des variétés QALE. La réponse est ii moins
lisible que pour les résolutions répantes ar on ne onnaît pas la ohomologie des
résolutions loalement en produit de Cn/G. Soit don X une variété QALE asymp-
tote à Cn/G où G est un sous groupe de SU(n) tel que S2n−1/G soit à singularités












On peut déjà déterminer la ohomologie L2 de X en degré 1 : nous avons en eet




H2−2ni(Yi) = {0} ;
On onlut omme dans la preuve du théorème (4.11) que
H1(X) ≃ H1c (X).
De la même façon, nous obtenons :
H2n−1(X) ≃ H2n−1(X).
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On va grâe à ette suite interpréter Hk(X) à l'aide de la ohomologie d'un sous














f : Y → ∂K ⊂ K et fP : YP → ∂K ⊂ K.
On note H•(K, ker f∗) (resp. H•(K, ker f∗P )) la ohomologie du sous omplexe de
C∞(Λ•T ∗K) formé par les formes nulles lorsqu'elle sont tirées en arrière par f
(resp. fP ). Notre résultat est le suivant :
Proposition 6.14. Pour k ∈ [3, 2n− 2], nous avons l'isomorphisme
Hk(X) ≃ Im
(




Démonstration. Soit U ≃ [0, 1[×∂K un voisinage tubulaire de ∂K dans O¯, le bord
de U est onstitué de deux opies de K, on suppose que le bord de D := K ∪U est
{1}× ∂K, on peut aussi onsidérer les appliations f : Y → ∂D et fP : YP → ∂D
et on a évidemment :
Hk(D, ker f∗) ≃ Hk(K, ker f∗) et Hk(D, ker f∗P ) ≃ H
k(K, ker f∗P ).
On peut aussi aluler la ohomologie du omplexe des formes diérentielles sur U
dont le tiré en arrière par f (ou par fP ) de leur restrition à {1} × ∂K est nulle.
En eet, on dispose des suites exates :
(6.8) Hk−1(U)→ Hk−1(Y )→ Hk(U, ker f∗)→ Hk(U)→ Hk(Y )
(6.9) Hk−1(U)→ Hk−1(YP )→ H
k(U, ker f∗P )→ H
k(U)→ Hk(YP ).
























impliquent que la première èhe de la suite (6.8) est surjetive dès que k ≥ 2 ainsi
dans es degrés :
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De même pour k ≥ 3, la première èhe de la suite (6.9) est surjetive, on obtient
don pour k ∈ [3, 2n− 2] :








Mais on sait que pour k 6= 0 alors Hk(Yi) = Hk(Yi). Ainsi si on ompare (6.11)
ave (6.8, i)) on obtient pour k ∈ [3, 2n− 2] :
(6.12) Hk(O) ≃ Hk(U, ker f∗P )
et en omparant (6.10) ave (6.8, ii)), on obtient pour k ∈ [3, 2n− 2] :
(6.13) Hk−1w (O) ≃ H
k−1(U, ker f∗).
Puisque Y ⊂ YP nos obtenons le diagramme ommutatif suivant où les èhes
horizontales sont exates :





Hk−1(K)⊕Hk−1(U, ker f∗) // Hk−1(U) //
// Hk(D, ker f∗P )





// Hk(D, ker f∗) // Hk(K)⊕Hk(U, ker f∗) // Hk(U)
De plus nos aluls montrent que la première et la quatrième èhes vertiales
sont injetives et les deuxième et dernière èhes vertiales sont des isomorphismes.
Alors on se sert du lemme suivant qu'on montrera un peu plus loin :











A′ // B′ // C′ // D′ // E′
on suppose que les èhes horizontales sont exates, que les quatrième et dernière
èhes vertiales sont injetives et que la deuxième èhe vertiale est surjetive
alors la suite suivante est exate :
A′ → B′ ≃ Im(B → B′)→ Im(C → C′)→ D ≃ Im(D → D′)→ E ≃ Im(E → E′).
Pour en déduire que la suite suivante est exate :
Hk−1(K)⊕Hk−1(U, ker f∗)→ Hk−1(U)→
→ Im
[
Hk(D, ker f∗P )→ H
k(D, ker f∗)]→ Hk(K)⊕Hk(U, ker f∗P )→ H
k(U)
En omparant ette suite exate à notre suite exate :
Hk−1(D)⊕Hk−1w (O)→ H
k−1(U)→ Hk(X)→ Hk(D)⊕Hk(O)→ Hk(U),
à l'aide des isomorphismes (6.12,6.13), on en déduit l'isomorphisme voulu. 
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Prouvons maintenant le lemme (6.15).






























Puisque f4 est injetif, nous avons :




kerϕ′4 ∩ Im f3 = f3(kerϕ4) = f3(Imϕ3) = Imϕ
′
3 ◦ f2.
Cei montre l'exatitude de la dernière èhe.
Remarquons que puisque f1 est surjetif, l'image de ϕ
′
2 est forement inluse
dans l'image de f2, elle est en fait égale à l'image de f2 ◦ ϕ2. Et don de la suite
exate A′ → B′ → C′, on en extrait la suite exate A′ → B′ → Im f2.
Nous obtenons également :
kerϕ′3 ∩ Im f2 = f2(kerϕ3) = f2(Imϕ2) = Imϕ
′














Si pour haque i, on onsidère un point pi ∈ SVi , alors un petit alul montre que
la ohomologie de U relative à Z = ∂K \ (
⋃
i,ni=1













Ainsi nous avons obtenu :
Théorème 6.16. Soit (X, g) une variété QALE asymptote à Cn/G où G ⊂ SU(n)
telle que les singularités de S2n−1/G soient isolées alors
Hk(X) ≃






si k = 2
Im
(
Hk(K, ker f∗P )→ H
k(K, ker f∗)
)
si k ∈ [3, 2n− 2]
Hk(K) ≃ Hk(X) si k ≥ 2n− 1




Hk(K, ∂K) ≃ Hkc (X) si k ≤ 2
Hk(K, ker f∗) si k ∈ [3, 2n− 2]
Hk(K) ≃ Hk(X) si k ≥ 2n− 2
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6.6. Cohomologie L2 à poids. Si on onsidère le poids µ tel que µ = ‖x‖2a en
dehors d'un ompat, alors nous pouvons également déterminer la ohomologie L2
à poids des variétés QALE asymptotes à Cn/G où les singularités de S2n−1/G sont
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